LECTII DE SINTEZA
in vederea pregitirii sesiunii iulie-august a examenului de
BACALAUREAT 2012 - M2

pentru candidatii absolventi ai liceelor din filiera tehnologica,
profil: servicii, resurse naturale si protectia mediului, ts:hnic; toate specializarile/calificarile
MATEMATICA
TEMA 1. Algebra - Geometrie — Trigonometrie clasa a [X-a (2h/sapt.), clasa a X-a (3h/sipt.)

Argument:

Prezentul breviar teoretic are ca scop orientarea activititilor de recapitulare a materiei la matematica,
in vederea asiguririi atingerii nivelului minim / mediu de competenta si nu reprezinta o lista exhaustiva.
De asemenea, la aplicarea formulelor prezentate se va tine cont de insotirea acestora de conditii de
existentd, functie de multimile de numere pe care se aplica.

TEMA 1. Algebra - Geometrie — Trigonometrie clasa a [X-a (2h/sapt.), clasa a X-a (3h/sapt.)
TEMA 2. Algebra clasa a XI-a (3h/sépt.), clasa a XII-a (3h/sépt.)
TEMA 3. Analiza matematica clasa a XI-a (3h/sapt.), clasa a XII-a (3h/sépt.)

TEMA 1. Algebra - Geometrie — Trigonometrie clasa a IX-a (2h/sépt.), clasa a X-a (3h/sapt.)
1.1.1. Multimi si elemente de logica - clasa a [X-a (2h/sapt.)

1.1.2. Multimi de numere — clasa a X-a (3h/sépt.)

1.1.3. Siruri — clasa a [X-a (2h/sapt.)

1.1.1. Multimi si elemente de logica - clasa a [X-a (2h/sapt.)

Multimi de numere: N, Z,Q, R ; proprietate N cZ < Q — R ; apartenenta rezultatului unui calcul numeric la
o multime data (de exemplu: produsul a doud numere nenule, unul rational si unul irational, este un numar
irational).
Reguli de calcul cu numere reale vizand:

e asociativitatea: a+ (b+c)=(a+b)+c; a-(b-c)=(a-b)-c, oricare ar fi a,b,c e R

e comutativitatea: a+b=b+a; a-b=b-a,oricare ar fi a,beR

e celementul neutru: a+0=0+a=a; a-1=1-a=a,oricarec ar fi a € R

1 .
=—-a=1, oricare ar fi
a

e clemente simetrizabile: a +(—a)=(-a)+a=0, oricare ar fi aeR; a-

aeR\{0}
e distributivitatea: a-(b+c)=a-b+a-c, oricare ar fi a,b,ce R

Q |~

e alte proprietati: a-0=0-a=0, oricarear fi a e R.
Ordonarea numerelor reale: a <b ; proprietiti: a<b<a-x<b-x, Vx>0; a<bsa-x>b-x, Vx<0;
a<bsa+x<b+x , VxelR a2<b2c>|a|<|b|; a<b si b<c=a<c (tranzitivitate); a<b si

a>b <& a=>b (antisimetrie).

5 x, x>0 .
Modulul ~ unui  numar  real x |x|:{ ;  proprietati: |x|20, VxeR
-x, x<0
|x|:0c>x:0;|—x|=|x ,VxeR ; |x'y|=|x|-|y|, |x+y|2|x|+|y|; |x|:|y|:x:y sau x=-y,
Vx,yeR.

Aproximari prin lipsa / adaos: de exemplu, utilizarea aproximarilor pentru incadrarea unui numar real intre
doi intregi consecutivi.

Intervale de numere reale: (a,b) = {x eR/a<x< b} ; [a,b] = {x eR/a<x< b} ;




(a,b]={xeR/a<x<b}; [a,b)={xeR/a<x<b}; (-o,b)={xeR/x<b} ; (a,+0)={xeR/a<x} ;
(-0,b]={xeR/x<b}; [a,+0)={xeR/a<x}.

Operatii  cu multimi de numere reale: reuniune AuBz{x/ xeAd SauxeB} ;  intersectie
AmB:{x/xeAsixeB}.

Operatii logice elementare, cuantificatori, exemple:
- negatia unei propozitii logice adevarate reprezinta o propozitie logica falsa;
- utilizarea conjunctiei a doua predicate in rezolvarea de sisteme;
utilizarea disjunctiei a doud predicate in abordarea rezolvarii unei probleme pe cazuri;
- utlizarea implicatiei sau echivalentei in elaborarea argumentarii logice intr-o demostratie.

1.1.2. Multimi de numere - clasa a X-a (3h/sépt.)

. . _ |
Puteri cu exponent intreg: a” =a.....a pentru aeR,neN", a=1,a" =— pentru a € R*, neN.
de n ori a
m m m
e a _ m a a n .
Proprietiti: a” -a" =a™"" | —=a"", (ab)" =a™ 0" , (;j =—, (am) =a™ , cu aplicarea
a b

formulelor in conditii de buna definire.

L ay+a,+..+a
Media aritmeticd a numerelor reale a;,a, ,...,a, este m,=———2""""n
n

Media artimetica ponderatd a numerelor reale a,,a,,...,a, , care au respectiv ponderile p;, p,,...,p, , este
_ap+apyt..ta,p,
P +p2 ++pn

Media geometrica a doua numere reale pozitive a §i b este my=va-b .

map

Media armonica a doud numere reale pozitive nenule a, b este mj, =

1 1°
7+7
a b

. 2 b . ..
Inegalitatea mediilor: min{a;b} < T <va-b< a; <max{a;b}, unde a si b sunt numere reale pozitive
P + N

N
Sl

nenule

Radical de ordin 2 dintr-un numar real pozitiv: \/E ,a>0; proprietati: \/LT2 :|a|, YaeR; \/Z >0,Va=>0;
m
Jab =~Ja b, Ya,b>0 , \/%:%, Ya>0,vb>0, (\/;)m =+va" =a? , Va>0,meN", rationalizarea
Ja 1 Jazb

numitorului: L =—,Va>0

\/; a’ ’\/Zi\/g_ a-b

3
Radical de ordin 3 dintr-un numar real: %,aeR ; proprietati: '\3/a3 =(§/Z) =a,VaeR ;

,VYa,b>0.

3 m
Jab =3la b, Va,peR ; i/%z%,wz,be]&bio; (%/E)m =Rla" =a3,YaeR,meN".
Logaritmi: conditii de existentd pentru log, x : a>0,a#1,x>0; definitie: log, x =y < x=a’ ; proprietati:
log, a* =x; a%* =x ; log,(xy)=log, x+log, y : logaleogax—logay ; log, x" =mlog, x ; cazuri

particulare: log, a =1; log,1=0; cu aplicarea formulelor in conditii de buna definire.



‘ 1.1.3. Siruri — clasa a [X-a (2h/sapt.)

Notatii: fie neN,n>1; (a, )neN* sir de numere reale cu termenii g (primul termen, termenul de rang 1),
a, (al doilea termen, termenul de rang 2), ...,a, (termenul general) , ...; suma primilor » termeni ai sirului:
S,=a+ay+az+..a,.

Sirul (a,) _+ este o progresie aritmeticd de ratie r <> a,, =a,+r , oricare ar fi neN" (recurentd);

a +a (a +a )n

. 1 -1. 1 n

a,=a +(n-r; a, =—"2—"= 5 n= =y

Sirul (bn )ne N+ este o progresie geometrica de ratie ¢ nenuld < b,,; =b, -q,oricare ar fi ne N * (recurenti);

bn =bl .qn—l; bi% =041 Oyt Sn - pentru ¢ #1.

q-1

TEMA 1. Algebra - Geometrie — Trigonometrie clasa a IX-a (2h/sépt.), clasa a X-a (3h/sapt.)

1.2.1. Functii, lecturi grafice - clasa a IX-a (2h/sapt.)

1.2.2. Functia de gradul I - clasa a IX-a (2h/sapt.)

1.2.3. Functia de gradul al II-lea - clasa a [X-a (2h/sapt.)

1.2.4. Interpretarea geometrica a proprietitilor algebrice ale functiei de gradul al II-lea — clasa a [X-a
(2h/sapt.)

‘ 1.2.1. Functii, lecturi grafice - clasa a IX-a (2h/sapt.)

Reper cartezian, pereche de coordonate (x,y), x abscisd, y ordonatd, cadrane 1 (x>0,y>0); II
(x<0,y>0); I (x<0,y<0); IV(x>0,y <0); axe de coordonate Ox si Oy, (x,0) punct de pe Ox; (0,y)
punct de pe Oy ; (0,0) originea reperului cartezian.

Modalitati de a descrie o functie: diagrame, tabele de valori, formule.
Lecturi grafice: determinarea monotoniei / intervalelor de monotonie, intersectiile reprezentarii grafice a unei
Sfunctii numerice f:A— B cu axele de coordonate: cu axa Ox - rezolvarea ecuatiei f(x)=0, xe 4; cu axa

Oy - punct de coordonate (0, f(0)), 0 A4 ; conditia ca un punct de coordonate (a,b) sd apartind
reprezentdrii grafice a functiei f: 4— B este f(a)=b, ae A; rezolvarea grafica a ecuatiei f(x)=g(x);
functie para: f(—x)=f(x), Vxe A, unde 4 este o multime simetrica fatd de origine, functie impara:
f(x)=—f(x), Vxe A, unde 4 este o multime simetricd fatd de origine; semnul functiei (pozitia
reprezentarii grafice fatd de axa Ox ).

‘ 1.2.2. Functia de gradul I - clasa a IX-a (2h/sapt.)

Definitie: f:4—> B, f(x)=ax+b, unde a,beR, a0 ; dreapta de ecuatie y=ax+b ; reprezentarea
grafica a functiei:
a) prin determinarea punctelor de intersectie cu axele de coordonate (intersectia cu axa absciselor:
rezolvare ecuatiei f(x)=0, intersectia cu axa ordonatelor: f(0)=5);
b) prin determinarea a doua puncte distincte apartindnd graficului: alegerea a doud valori particulare ale
abscisei, x=a = A(a, f(a)) si x=b= B(b, f(D)).
Interpretarea grafica a proprietatilor algebrice ale functiei:
Monotonia functiei de gradul I: discutie dupa semnul lui a , studiul tabelului de variatie.
Semnul functiei de gradul I: tabelul de variatie, rezolvarea ecuatiei f(x)=0, dependenta semnului functiei de
semnul lui a .



Inecuatii de forma ax+b <0 (<, >,2), a,b € R ; determinarea solutiilor unei inecuatii prin rezolvarea ecuatiei
f(x)=0 si folosirea semnului functiei.

. . ; . . . ax+by=c
Determinarea pozitiei relative a doua drepte; rezolvarea sistemelor de tipul { 4 , unde
mx+ny=p

a,b,c,m,n, p € R ; metoda reducerii, metoda substitutiei.

1.2.3. Functia de gradul al II-lea - clasa a [X-a (2h/sapt.)

Definitie: R —> R, f(x)= ax’> +bx+c, unde a,b,c eR, a#0; determinarea valorii functiei intr-un punct
Xo, prin calcularea lui f(x,); rezolvarea ecuatiei de gradul al doilea asociate: ax® +bx+c¢=0 , unde

a,b,ceR, a=0, discriminantul ecuatiei A= b* —4ac , numarul si natura solutiilor in functie de semnul lui
A
—bh+A

2

. . —b
e A =0=solutii reale si egale, x; =x, = 3. ;

e A >0= solutii reale si diferite, x, , =

e A< 0= nu exista solutii reale.

Reprezentarea grafica prin puncte a functiei: parabola, prin determinarea elementelor caracteristice: intersectii
A . . b A . . b .
cu axele de coordonate; coordonatele varfului parabolei V(—z—;—4— ; axa de simetrie x = —2—; orientarea
a a a

parabolei in functie de semnul coeficientului dominant a .

Relatiile Iui Viéte (relatii dintre solutiile x;,x, si coeficientii a,b,c ): suma S =x; + X, =20 produsul
a

P =xx, =—; utilizarea relatiilor lui Viéte pentru determinarea unei ecuatii cdnd se cunosc solutiile:
a

x? = Sx+ P =0; utilizarea relatiilor lui Viéte pentru determinarea altor relatii intre solutiile unei ecuatii de
gradul al doilea.

+y=

P unde S,PeR ; metoda substitutiei sau utilizarea ecuatiei
xy =

. X
Rezolvarea sistemelor de forma {

t?—St+P=0.

1.2.4. Interpretarea geometrica a proprietatilor algebrice ale functiei de gradul al Il-lea - clasa a [X-a
(2h/sapt.)

.. . b b . s )
Monotonie, intervale de monotonie I, =(—oo,—2—}, I, =[—2—,+ooj; discutarea monotoniei in functie de
a a

semnul coeficientului dominant a ; punct de extrem al reprezentarii grafice a functiei (varful parabolei),
determinarea tipului de extrem (minim/maxim) in functie de semnul coeficientului dominant a , determinarea

punctului de extrem al functiei: calcularea abscisei x; =", determinarea extremului functiei prin
a

. A .
calcularea expresiei yp = f (xV ) = —4—; interpretare geometrica.
a

Semnul functiei: tabelul de variatie; utilizarea semnului functiei de gradul al doilea in rezolvarea inecuatiilor

de forma ax* +bx+c<0 (2, <, >), unde a,b,ce R, a # 0, interpretare geometrica.




mx+n=y o
Rezolvarea sistemelor de forma ) , unde m,n,a,b,c € R ; metoda substitutiei sau metoda
ax“+bx+c=y
grafica (utilizarea metodei grafice pentru determinarea numarului de puncte de intersectie dintre o dreapta si o
parabola).

TEMA 1. Algebra - Geometrie — Trigonometrie clasa a IX-a (2h/sépt.), clasa a X-a (3h/sipt.)
1.3. Functii si ecuatii — clasa a X-a (3h/sapt.)

Functii elementare:

o functia putere: [ R—->R, f(x)=x",neN,n>2,
functia radical de ordinul doi: f:[0,+0) > R, f(x)= \/;,
e functia radical de ordinal trei: R >R, f(x)= {’/;,

e functia exponentiald: f:R — (0,+0), f(x)=a",a>0,a=#1,

e functia logaritmica: f:(0,+0) >R, f(x)=log,x,a>0,a#1;
identificarea domeniului de definitie, a codomeniului, calcularea valorilor acestor functii in puncte particulare,
utilizarea proprietatilor de monotonie si de semn, a intersectiilor cu axele de coordonate in rezolvarea de
probleme.
Studiul proprietatilor unei functii numerice f:4— B:
- injectivitate: f injectivi<> oricare ar fi x,y e 4, f(x)= f(y)= x =y ; interpretare grafica
—> surjectivitate: f surjectivd < oricare ar fi y € B, existd x € 4 astfel incat y = f(x); interpretare grafica
> bijectivitate: f bijectiva < oricare ar fi y € B, existd un unic x € 4 astfel incat y = f(x) < f injectiva
si surjectiva; interpretare grafica.
Identificarea de contraexemple pentru argumentarea faptului cd o functie nu este injectiva / surjectiva /
bijectiva.
> inversabilitate: f inversabild < exista o functie g:B— 4 cu proprietitile f(g(x))=x, VxeB si
g(f(x))=x , Vxed ; conditia necesara si suficientd ca o functie sd fie inversabila:
f inversabila<> f bijectiva.
Identificarea gi utilizarea acestor proprietati cu referire la functiile elementare enumerate anterior;
interpretarea geometrica a inversabilitdtii unei functii (reprezentarile grafice ale unei functii si ale inversei sale
sunt simetrice fatd de prima bisectoare, dreapta de ecuatie y =x ).
Rezolvari de ecuatii folosind proprietatile functiilor, in particular a proprietatii de injectivitate.
Ecuatii irationale care contin radicali de ordinul 2 sau 3:

e identificarea conditiilor de existenta si verificarea / explicitarea lor

e climinarea radicalilor prin ridicarea la putere (ridicarea la patrat presupunand verificarea faptului ca

membrii ecuatiei au acelagi semn);

o utilizare proprietatilor calculului cu radicali.

Ecuatii exponentiale elementare:

e pentru a>0,a=1,avem o/ =’V o f(x)= f(»)

e pentru a>0,a%1,b>0,avem o/ =b < f(x)=log, b.
Ecuatii logaritmice elementare:

e pentrua>0,a#l,a,beR si f(x)>0,avem log, f(x)=b :f(x)=ab

e pentrua>0,a=1, f(x)>0 si g(x)>0,avem log, f(x)=1log, g(x) = f(x)=g(x).
Utilizarea unor substitutii care conduc la rezolvarea de ecuatii algebrice (de exemplu, pentru rezolvarea unei
ecuatii de tipul 4% —3-2*+2=0 se utilizeaza substitutia #=2" >0, care conduce la ecuatia algebrica

2 =3t+2=0).
Rezolvarea unor probleme care pot fi modelate cu ajutorul ecuatiilor.




TEMA 1. Algebra - Geometrie — Trigonometrie clasa a [X-a (2h/sapt.), clasa a X-a (3h/sapt.)
1.4.1. Metode de numarare — clasa a X-a (3h/sapt.)
1.4.2. Matematici financiare — clasa a X-a (3h/sépt.)

‘ 1.4.1. Metode de numarare — clasa a X-a (3h/sépt.)

Multimi finite ordonate (multimi in care conteaza ordinea scrierii elementelor).

Definitia factorialului unui numdr natural n!=1-2-..-n , oricare ar fi neN", 0!=1; proprietate
nl=n- (n - 1)!

Permutdri — numirul de multimi ordonate cu n elemente, n e N*, care se obtin prin ordonarea unei multimi
finite cu n elemente; numirul permutirilor de n elemente, neN" | este P, =n!; cazuri particulare
B=1=1,P=2=1-2=2,P=31=1-2-3=6.

Aranjamente — numarul submultimilor ordonate cu cate £ elemente care se pot forma cu elementele unei

multimi finite cu n elemente, n e N*, k € N, 0< k <7 ; numdirul tuturor aranjamentelor de » elemente luate

R n! . .
cate k este AK=—"" ; cazuri particulare 4" =n!=P,, A% =1.
n (n _ k)' n n n

Combinari — numarul submultimilor cu cate k elemente care se pot forma cu elementele unei multimi finite cu
n elemente, neN", keN,0<k<n ; numirul tuturor combinirilor de # elemente luate cite k este
n! _n(n=1)

; cazuri particulare C° =C" =1; C) =C" ' =n, n>1; C? == >2.

k .

=
k' (n—k)!

Proprietati: formula combinarilor complementare: C,f = C;’_k , oricare ar fi ne N, k e N, 0<k < ; numirul

tuturor submultimilor unei multimi cu 7 elemente este dat de formula C° +C +...+ C" =2" .

Elemente de combinatorica:

- formula de descompunere a combinarilor: C,]: = C,]f_l + C,]::ll ,oricarcar fi n,keN,1<k<n-1,;

> binomul lui Newton: (a+b)" =Ca"b’ + Cha"'b' + ...+ C¥a"*b* + ..+ C"a"" ; numarul de termeni ai

dezvoltdrii binomului este n+1; termenul general (de rang k+1): T, = C,lf a"*b*, 0<k<n; in raport cu

dezvoltarea binomului lui Newton, C,lf se numeste coeficient binomial; determinarea unui termen/unor

termeni cu anumite proprietati; sume combinatoriale obtinute prin particularizari ale binomului Iui Newton:

de exemplu, pentru a=b=1 se obtine C°+Cl+..+C"=2" iar pentru a=1,h=-1 se obtine

cl-cl s +(-D"C'=0.

nr. cazurl favorabile

Probabilitatea unui eveniment P = - —
nr. cazuri posibile

1.4.2. Matematici financiare — clasa a X-a (3h/sapt.)

Elemente de calcul financiar:

—> determinarea unei necunoscute din relatia % ca=b;

- asocierea formalismului matematic pentru o problema ce implicd procente: b reprezinta p% din

a < %wz =b si rezolvarea cerintelor de tipul: determinarea unui procent dintr-un numar; determinarea
unui numdr cand se cunoaste un procent din el; determinarea procentului pe care 1l reprezintd un numar dat

dintr-un alt numar dat.



Dobdnda simpla: dobanda calculatd pentru o sumd depusd, pe toatd perioada depunerii, datd de formula:
D=S; -t-% , unde S; reprezintd suma initiald depusa, pe o perioadd de ¢ ani, cu un procent anual de
dobénda egal cu p; in acest caz suma la finalul perioadei, S, este data de formula S, =S; + D

Dobdnda compusa: dobanda calculatd pentru o suma depusa, pe toatd perioada depunerii, datd de formula:

t
D=5,-[1+-2 , unde S; reprezintd suma initiald depusa, pe o perioada de ¢ ani (sau de perioade — luna, 3
' 100 '

luni, semestrial), cu un pocent de dobanda al perioadei egal cu p ; in acest caz suma la finalul perioadei, S,

este datd de formula S, =S, +D.

TEMA 1. Algebra - Geometrie — Trigonometrie clasa a [X-a (2h/sapt.), clasa a X-a (3h/sapt.)
1.5.1. Vectori in plan clasa a IX-a (2h/sapt.)

1.5.2. Coliniaritate, concurenti, paralelism - calcul vectorial in geometria plana clasa a [X-a
(2h/sépt.)

1.5.3. Geometrie — clasa a X-a (3h/sapt.)

1.5.1. Vectori in plan - clasa a [X-a (2h/sapt.)

Segment orientat, vectori, caracterizare: directie, sens, modul.

Notatii: 4B vector cu originea A si extremitatea B ; directia vectorului este datd de dreapta 4B, sensul este
determinat de parcurgerea dreptei dinspre A spre B, modulul vectorului este egal cu lungimea segmentului

(AB ) . v vector liber (reprezentant al unei clase de vectori); modulul vectorului v se noteazi prin H

Vectorul nul: 0 sau AA .

Vectori egali: vectori care au aceeasi directie, acelasi sens si acelagi modul; AB=AC < B=C.
Vectori coliniari: vectori care au aceeasi directie.
Operatii cu vectori:

1) adunarea: notatie u+v, rezultatul este un vector ce poate fi determinat prin aplicarea regulii triunghiului
sau a regulii paralelogramului; proprietati: comutativitate, asociativitate, element neutru (vectorul nul 0),
vectori opusi (opusul vectorului v este vectorul —v, care are aceeasi directie, sens opus si acelasi modul)

> 4B+ BC = AC, regula lui Chasles

> AB+CA=CA+ AB=CB

-> opusul vectorului AB este vectorul BA; AB+BA=0

> 4B -CD - 4B +(~CD) - 4B+ BC

> oricare ar fi punctul M avem AB=AM +MB.

2) inmultirea cu scalari: notatie « - v, a € R ; rezultatul inmultirii unui vector cu un scalar este tot un vector;
astfel dacd ar-v=w si @ # 0, atunci avem urmatoarele proprietati: v si w au aceeasi directie, au acelasi sens
dacd a >0, au sensuri opuse dacd « <0 si relatia dintre modulele celor doi vectori este M =|a|'M; daca

a =1, cei doi vectori sunt egali; dacd a =—1, cei doi vectori sunt vectori opusi.

1.5.2. Coliniaritate, concurenti, paralelism - calcul vectorial in geometria plana - clasa a IX-a (2h/sapt.) ‘

Conditii de coliniaritate:
- dacéd exista a #0 astfel incat «-v=w, atunci v si w sunt vectori coliniari
2> a#0si a-AB=AC < A,B,C coliniare



> a#0 si a-AB=CD < segmentele (4B) si (CD) sunt situate pe drepte paralele sau A, B, C, D
coliniare

> AB=CD < ABDC paralelogram (eventual degenerat)

Descompunerea dupa doud directii date de doi vectori necoliniari §i nenuli: fie u,v vectori nenuli, atunci

oricare ar fi vectorul w exista scalarii a,b € R (unici) astfel incadt w=a-u+b-v.

Proprietati:
- in triunghiul 4BC, dacd M este mijlocul segmentului (BC ) , atunci AM = #
- 1in triunghiul ABC, daca G este centrul de greutate al triunghiului, atunci oricare ar fi punctul M avem
ME:W; caz particular GA+GB+GC =0
AM : o . —— TA+k-TB
- dacd M €(AB) astfel incat B k e R, atunci oricare ar fi punctul T, atunci TM = % .
+

1.5.3. Geometrie — clasa a X-a (3h/sapt.)

Reper cartezian in plan: xOy, coordonate carteziene in plan: (x, y);

Distanta dintre doud puncte in plan: pentru A(x,,v,), B(xz,yp), avem AB:\/(xA —xB)2 + (4 —yB)2 ;

+ +
coordonatele mijlocului M (x),,y,,) al segmentului (AB) DXy = 4 2x3 s Yu :% ; coordonatele

: o +xp+ +yg+
centrului de greutate G(xg,yg) al triunghiului ABC : x5 = *4 );B aZ 3V = Y4 y33 ey

Versorii axelor de coordonate: i versorul axei Ox, j versorul axei Oy .

Coordonatele unui vector v in plan: daca ;:a-;+b-}', atunci (a,b) reprezintd perechea (unicd) de
coordonate asociatd vectorului v .

Coordonatele sumei vectoriale: v=a -;+b-}' si u=c-i+d -}', atunci v+u = (a+c) i+ b+ a’)} .
Coordonatele produsului dintre un vector §i un numadr real: daci v=a -;+b'}' si aeR , atunci
a-v=(aa)-i+(ab)-j.

Ecuatia dreptei in plan determinatd de un punct A(x,,y,) si de o directic datd (panta m )
d:y—y,=m(x—xy).

X=X4 _ Y=Vu

Ecuatia dreptei determinatd de doud puncte distincte A(x,,y,),B(xg,vp5): , sau prin
Xp—=Xq4 VB—DV4
x y 1
exprimarea (clasa a XI-a) cu ajutorul determinantilor: |x, y, 1/=0; panta dreptei AB: m 5 =B V4
Xp —Xy

xg yp 1
(pentru cazul x, # xp ).
Ecuatia generala carteziand implicita: d :ax+by+c¢=0, a,b,ceR, a>+b* #0.
Ecuatia generala carteziana explicita: y=mx+n, m,neR.
Calcul de distante: distanta de la un punct A(x,,y,) la dreapta d de ecuatie ax+by+c=0
|axA +by, + c|

dist(4,d) =
a’ +b?



Calcul de arii (clasa a XI-a): dacd 4,4, 4; este un triunghi cu varfurile de coordonate 4;(x;,y;), i€ {1,2,3} ,

| 6o on 1
atunci AAA1A2A3 :E|A N unde A= X WM 1j.
3oyl
o on |l
Conditie de coliniaritate a trei puncte (clasa a XI-a): dacd A=|x, y, 1/=0, atunci punctele A4, 4,,A4; sunt
3oy 1

coliniare.

Conditii de paralelism:

- pentru doud drepte oblice d, :ajx+by+c; =0, d, :a,x+b,y+c, =0 date prin ecuatii generale implicite,
avem:

. D L . . ..oaq b ¢
e d,=d, dacisi numai daci coeficientii sunt proportionali, adica —-=— =L

@ 0 G

o . . - al bl Cl

e d || d, daca si numai dacd —=—=#—;
ap b &
=> pentru doud drepte oblice d,:y=mx+n;, dy 1y =myx+n, date prin ecuatii generale explicite, avem:
e d,=d, dacd si numai dacd avem indeplinitd conditiile m; =m, (aceeasi pantd) si n =n, (aceeasi
ordonata la origine)

e d,|ld, dacd si numai dacd m; =m, (aceeasi pantd).

TEMA 1. Algebra - Geometrie — Trigonometrie clasa a IX-a (2h/sépt.), clasa a X-a (3h/sapt.)
1.6. Aplicatii ale trigonometriei in geometrie — clasa a IX-a (2h/sapt.)

Triunghiul dreptunghic, caracterizare: unghi drept, unghiuri ascutite complementare, ipotenuza, catete
- teorema lui Pitagora: suma patratelor lungimilor catetelor este egala cu patratul lungimii ipotenuzei; cu

notatiile: @ lungimea ipotenuzei, b,c - lungimile catetelor, avem relatia a” =b* +¢*

Ao . . . o b-c . N
- inaltimea corespunzitoare ipotenuzei, /1, se poate determina din formula 72 =—— sau din teorema inaltimii
a

- aria este datd de formula S = b_zc

- lungimea medianei corespunzatoare ipotenuzei este egald cu jumatate din lungimea ipotenuzei

- daca triunghiul dreptunghic are un unghi cu masura de 30°, atunci lungimea catetei care se opune unghiului
de 30° este egala cu jumatate din lungimea ipotenuzei

- sinusul unui unghi ascutit al triunghiului dreptunghic este egal cu raportul dintre lungimea catetei opuse si
lungimea ipotenuzei

- cosinusul unui unghi ascutit al triunghiului dreptunghic este egal cu raportul dintre lungimea catetei alaturate
si lungimea ipotenuzei

- tangenta unui unghi ascutit al triunghiului dreptunghic este egal cu raportul dintre lungimea catetei opuse si
lungimea catetei alaturate

- cotangenta unui unghi ascutit al triunghiului dreptunghic este egal cu raportul dintre lungimea catetei
alaturate si lungimea catetei opuse.

Formule trigonometrice: sin(1800 —Xx)=sinx; cos(1800 —X)=—COSX.

Rezolvarea triunghiului, modalitati de calcul a lungimii unui segment §i a masurii unui unghi:

- cunoscandu-se lungimile laturilor unui triunghi, se recomanda verificarea cazurilor particulare (triunghi
isoscel sau dreptunghic), caz in care se pot utiliza proprietdtile specifice unui astfel de triunghi pentru
rezolvarea problemei.

—> cunoscandu-se lungimile laturilor triunghiului (a,b,c¢ ), putem determina:




- aria triunghiului- formula lui Heron: §= \/ p(p—a)p-b)(p—-c) , unde p= L;H-c este

semiperimetrul triunghiului
- Inaltimile, prin egalarea valorii obtinute prin aplicarea formulei lui Heron cu expresia ariei
. a-h, b-h c-h,
folosind formulele S = 4 = b — <,
2 2 2

. . . . .. . bsi inB bcsin A
- sinAd,sin B si sinC, din egalarea ariei cu expresia S = a s21nC - s21n = 0521n ;

.. .. . . .. . abc
- raza cercului circumscris triunghiului, R, din egalarea ariei cu expresia S = E;

- raza cercului Inscris in triunghi, 7, din egalarea ariei cu expresia S=p-r;

. . . . . . b +c? —a?
- cosd,cosB si cosC , din aplicarea teoremei cosinusului: cos4= T R
c
a’+c’ - . a’+b%>-c?
cosB=— si cosC=———;
2ac 2ab

- teorema sinusurilor: in orice triunghi 4BC avand laturile de lungimi a,b,c are loc relatia
a b ¢
sind sinB sinC

10



EXEMPLE DE ITEMI TIP EXAMEN DE BACALAUREAT PENTRU RECAPITULAREA
NOTIUNILOR DIN TEMA 1

EXEMPLUL 1

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)

Sp
Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

1. Ordonati crescator numerele V12,242 51 3.

.. . lx+y=5
2. Rezolvati sistemul de ecuatii .

xy=06

3. Se considerd functiile f:(—1,4+0) >R, f(x)=log;(x+1) si g:R—(-1+x), g(x)=2"-1.
Caleulati f(g(1)).
4. Numarul submultimilor cu doud elemente ale unei multimi este egal cu 10. Determinati numarul
elementelor multimii.

5. In reperul cartezian xOy se considerd punctele 0(0,0), 4(5,1), B(3,5) . Calculati lungimea
medianei din varful O 1in triunghiul OAB .

6. Se considera triunghiul MNP cu MP =6,sin N =§ si sin P =% . Calculati lungimea laturii (MN).

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L1253 2p
2/2<3 2p
272 <3<12 1p
2.0 si y sunt solutiile ecuatiei ?=5t+6=0 2p
tl = 2, t2 = 3 2p
= Ip
§={(2.3).32)}
3.1 g(h)=1 2p
f(gm)=rm=1 3P
4.1 c2=10 2p
3p
n=>5
5. | Fie M mijlocul segmentului (4B)= M (4,3) 2p
OM =5 3p
6.| MN MP 2p
sinP  sinN
MN =38 3p
EXEMPLUL 2
SUBIECTUL I (30 de puncte)
Sp | 1. Aratatica 271 +272=0,75.
5p | 2. Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatia <0.

Sp
Sp

X—
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia Vx+2 =x+2.

4. La o banca a fost depusa intr-un depozit suma de 900 lei cu o dobanda de p% pe an. Calculati p,
stiind cd, dupa un an, in depozit suma este de 1008 lei.

11



5p | 5. In reperul cartezian xOy se considerd punctele O(0,0) si 4(2,3) . Determinati coordonatele
punctului B, stiind ¢ A4 este mijlocul segmentului (OB).
. o\ u.e . si 4
S5p ‘ 6. Determinati x € (0,90 ) stiind ca SIMXTACOSX _ 5
cos X
Barem de evaluare si de notare
SUBIECTUL I (30 de puncte)
L), ., 11
242 =—+—=
2 4 3p
= 1 =0,75 2p
4
2. 3
2 0o x-3<0 P
x—
xe (—00,3) 2p
3. | Conditie:x+2>20=x>-2 1p
x+2=x"+4x+4 2p
x1=—2 Sl X2 =—1 zp
4. | Dobanda obtinuta este D =1008 lei—900 lei=108 lei 1p
% -900 =108 2p
2
p=12 P
5. | A4 este mijlocul segmentului (OB)=> xp =2x, —xo =4 3p
VB =2Y4-Y0=06 2p
6. | sinx+4cosx=5cosx 2p
sinx =cosx 2p
x=45° Ip
EXEMPLUL 3
SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p | 1. Intr-o progresie aritmetica (a,) ., secunosc a; =7 si ag=22. Calculati ay,.

n=1
5p | 2. Determinati coordonatele punctului de intersectie a graficelor functiilor f:R —>R , f (x) =x-3si
g:R—)R,g(x)zS—x.

5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2>~ = 1 .

4. Determinati cate numere naturale de 3 cifre distincte se pot forma cu elementele multimii
P A ={0,1,2,3).

5p | 5. Intr-un reper cartezian xOy se considerd punctele 4(1,2) si B(3,0) . Determinati coordonatele
simetricului punctului 4 fata de punctul B.

5p | 6. Calculati lungimea laturii BC a triunghiului 4BC, stiind cda AB=6, AC=5 si m(«<BAC)=60".

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I (30 de puncte)
‘ 1.‘ ag=ay +5r=>r=3 | 2p

12



a14:ﬂ9+5r:37 3p
2. | A este punctul de intersectie a graficelor functiilor f'si g; f(x)=g(x)=>x-3=5-x 1p
x=3=5-x=>x,=4 2p
ya=1 2p
3. 23—)( — 2—2 zp
3-x=-2=x=5 3p
4. A;:’ este numarul de posibilitati de alegere a numerelor de 3 cifre distincte din M 2p
A32 este numarul de posibilititi de alegere a numerelor de 2 cifre distincte nenule din M 2p
A3 — 4 =18 numere Ip
3. | Fie C simetricul lui 4 fata de B=> B este mijlocul segmentului (AC) Ip
+
yp = % = yc =-2 2p
6. | BC? = AB*+ AC?> —2AB- AC-cos A 2p
BC =431 3p
EXEMPLUL 4
SUBIECTUL I (30 de puncte)
. 1
5P | 1. Determinati x € Z pentru care —1< % <1.
5p | 2. Determinati functia de gradul al doilea al carei grafic contine punctele 4(0,0), B(2,2),C(-1,2).

5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, (x + 3) —log, x=2.

5p | 4. Calculati probabilitatea ca alegind la intimplare un element » din multimea {1,2,3,4} acesta sa

verifice inegalitatea 2" > n? .

5p | 5. In sistemul de coordonate xOy se considerd punctele 4(2,0),B(1,-1),0(0,0)
coordonatele punctului C pentru care OC =204 + OB .

. Determinati

5p | 6. Calculati lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC in care AB =6 si m(d:ACB) =30°.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L —13%“31:—3““33 2p
—4<x<2= xe[-4,2] 2p
xeZ=xe{-4,-3,-2,-1,0,1,2} Ip
2 f(0)=0 c=0
f:R—)R,f(x):ax2+bx+c:> f(2 =2 =J4a+2b+c=2 3p
f(-1)=2 a-b+c=2
c=0
a=1 :>f(x):x2—x 2p
b=-1
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3. +3>0
Conditii | = x e (0,+)
x>0 Ip
log, x+3 =2 2p
X 2p
x=1€(0,+)
4. _ nr cazuri favorabile 1p
nr cazuri posibile 1
Cazuri posibile sunt 4 2p
Cazuri favorabile sunt 3 p
3
== 1p
P 4
5. | 204+O0B=4i+i—j=5i—] 3p
C(5,-1) 2p
6
Din teorema sinusului — B =2R=>R= 43
sinC 2sinC 3p
6
R=——=6
2
2. 1 p
2
EXEMPLUL 5
SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p | 1. Calculati log, (3+1/5)+1log, (3-/5).

5p | 2. Se considerd functia f:R >R, f (x) =mx® +2x-5. Determinati m € R pentru care abscisa varfului

parabolei asociate functiei f'este egald cu 2.

2
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 3= = 57

SP | 4. Calculati C7 — 47.

5p | 5. In sistemul de coordinate xQOy se considera punctele 0(0,0), A(2,—2) si B(6,8) . Calculati distanta

de la punctul O la mijlocul segmentului (A4B).
5p | 6. Calculati cos130° +cos50°.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L 10g2(3+\/§)+10g2(3—\/§)=10g2(9—5)= 3p
=log,4=2 2p
2. b
-——=2
2a 2p
2
Nl ] 2
2m P
m= —l 1p
2
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33 23t 1= 3 3p
x2=42xe{2,—2} 2p
4 , ¢
= 1
=P 2p
!
Af=—44'2 =12 2p
( - ) 1p
C;—4; =3
3. | Daci C este mijlocul lui (4B) = C(4,3) 2p
oC= \/(4—0)2 +(3-0)° 2p
oc=5 1p
6. | cos(zr—x)=-cosx,VxeR 2p
c0s130” + cos50° =0 3p
EXEMPLUL 6
SUBIECTUL I (30 de puncte)

Sp

Sp
Sp
Sp
Sp
Sp

1. Calculati log, é +327.

2. Determinati coordonatele varfului parabolei asociate functiei f:R >R, f (x) =x?-2x+3.

2
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2—3% ' =1.

4. Determinati cate numere de trei cifre distincte se pot forma cu elementele multimii {1,2,3,4} .

5. Se considera vectorii v; =2i — j §i v, =i+3;. Determinati coordonatele vectorului w=2v, —v, .

6. Un triunghi dreptunghic are catetele AB =3, AC =4 . Determinati lungimea Tnaltimii duse din 4.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. 1 3
log, i log,27 =-3 2p
27 =33 =3 2p
log, % +327=0 1p
2. b
x, =——=1 2
4 2a p
A 2p
= ——= 2
v 4a
v (1,2) Ip
K | 1p
X -1=0 2p
xe{-11} 2p
3
4. 4 = p
=24 3p
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. %:2(2?—}')—(%3}'): 2p
=3i-5) = w(3,-5) 3p
6.| BC=5 2p
,_AB-AC _12
BC 5 3p
EXEMPLUL 7
SUBIECTUL I (30 de puncte)

SP | 1. Se considerd o progresie aritmetica (a, ) .,

termeni ai progresiei.

in care a; =551 a5 =11. Calculati suma primilor sapte

Sp | 2. Se considera functiile f,g:R —>R, f (x) =2x-1, g(x) = x+ 3. Determinati coordonatele punctului

de intersectie a graficelor functiilor f'si g.

Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia Ix? —1=2.
5p | 4. Calculati a-b stiind cd a +b =150 si numdrul a reprezintd 25% din numarul b.

Sp 5. Determinati m € R pentru care punctele A(2,3) s B(4,5) si C(m + l,mz) sunt coliniare.

. . . 1 .
5p | 6. Calculati cosx, stiind ca sinx = 3 Si xe (0,%) .

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. +2r=5
arer =>a=-1,r=3 3p
a, +4r=11
a,=a,+6r=17, S, =56 2p
2. | f(x)=g(x)=>2x-1=x+3 2p
x=45si y=7 2p
A(4,7) 1p
3. | Prinridicare la puterea a 3-a se obtine 1p
x2—1:8 2[)
x=13 2p
4. b 3
a+b:150:>z+b:150:>b:120 p
a=30 1p
a-b=3600 1p
Sl Y PE It i BN B 2p
2 2
CeAB=m’-m-2=0 2p
m=-1sau m=2 1p
6.
sin2x+coszx=1:cosx=i¥ 3p
0.~ _2\/5
Xe Y :cosx—T 2p
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EXEMPLUL 8

SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Intr-o progresie aritmetica (a,) _, se cunosc a, =6 si a3 =5. Calculati 4.

n=1
5p | 2. Determinati solutiile Intregi ale inecuatiei 2x% —x-3<0.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logs (x+2)—logs (x—4)=1.

5p | 4. Dupé o scumpire cu 5%, pretul unui produs creste cu 12 lei. Calculati pretul produsului inainte de
scumpire.

5p | 5. In reperul cartezian xOy se considerd punctele A(1,4) si B(5,0). Determinati ecuatia mediatoarei
segmentului [A4B].

5p | 6. Calculati raza cercului circumscris triunghiului ABC stiind c& BC =9 si m(<BAC)=120°.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. an = 6 = 7
250 q 2p
as = 5 r=-1
ag=a, +5r 2p
a6 =2 lp
2.
2x2—x—3S0:>xe{—l,%} 3p
xeZ=x=-1,x=0,x=1 2p
3. +2>0
Conditii de existenta * = x € (4,+0) 1p
x—4>0
log, x+2 :1:>)c+2:3 2p
x—-4 x—4
x=7¢€(4,+0) 2p
4. | Se noteaza cu x pretul initial
5%-x=12 lei 3p
x =240 lei 2p
Se noteaza cu M mijlocul lui [AB] si cu d mediatoarea segmentului [AB]; atunci M (3,2) 1p
d:y—Z:l-(x—B)Sd:y:x—l 2p
6.
Din teorema sinusului = R = B.C
2sin 4 2p
sin 4 =sin120° =sin60° = ﬁ 2p
2 1p
R=3\3
EXEMPLUL 9
SUBIECTUL I (30 de puncte)

Sp ‘ 1. Calculati logg 3 +logg12.

5p ‘ 2. Determinati coordonatele varfului parabolei asociate functiei f:R - R, f (x) =2x? —x+3.
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Sp
Sp
Sp

Sp

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 7* + 7" =392.

4. Determinati n€ N, n>2, pentru care C2 =44} .

5. In reperul cartezian xOy se considerd punctele A(0,-2) si B(4,m) , unde m € R . Determinati

valorile lui m pentru care AB=35.
6. Calculati cos40° +cos140°.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I 30 de puncte
1. | loge3+1logs12=1ogs 36 3p
logg 36 =logg 6% =2 2p
2. b1
" 24 4 2p
A=-23 1p
A 23 2
= = p
v 4a 8
3ol 747 2392 & 7+ 7772392 1p
7°-8=392< 7" =49 2p
4. n! 4 n!
2(n=2)! (n-1)! 2p
— 2
n-1_ 4 p
2 1p
n=9
5.
J(4-0) +(m+2) =5 Ip
m? +4m—-5=0 2p
m=-5m=1 2p
6- | cos140° = cos(180° 40" ) = —cos 40" 3p
2
c0s40° + cos140° =0 P
EXEMPLUL 10
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Determinati x € R pentru care numerele x—1,x+1 si 3x—1 sunt termeni consecutivi ai unei

Sp

Sp
Sp
Sp

Sp

progresii aritmetice.
2. Se considerd functia /:R—> R, f(x)=5-x. Calculati f(0)- (1) f(2)-...- /(10).

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia vx—1=x-3.
4. Determinati numarul submultimilor ordonate cu 2 elemente ale unei multimi cu 7 elemente.

5. Calculati distanta de la punctul A(2,3) la punctul de intersectie a dreptelor d;:2x—y—-6=0 si

dy:—x+2y-6=0.
6. Calculati cosinusul unghiului M al triunghiului MNP stiind ca MN =4, MP =5 si NP=6.
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Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I 30 de puncte
L|2(x+1)=x-1+43x-1 2p
2x=4=>x=2 3p
2.1 f(5)=0 ;p
7(0)-£(1)-£(2)-.. £(10)=0 P
3. -120 1p
Conditii * = x €[3,+)
x=32>0
x—1=(x—3)2:x2—7x+10=0 2p
x=2 sau x=5 }p
2¢[3,4+0)=>x=5 p
4. | Numirul de submultimi ordonate este A2 Zp
!
42 LY 3p
5!
S. 2x—y—-6=0 2p
=>x=y=6
—x+2y-6=0
2 2
d=y(6-2)" +(6-3) 2
d=5 1p
6. MN? + MP? — NP?
cosM = 3p
2-MN - MP
cosM :l 2p
8
EXEMPLUL 11
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5P 1. Calculati log, (3 +\/§) +log-, (3 —\/5) .
Sp

Sp
Sp
Sp

Sp

2. Se considerd functia f:R—> R, f (x) =x* +ax+b. Determinati numerele reale a si b pentru care

graficul functiei /* contine punctele 4(2,3) si B(-1,0).

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 3 * 437 =36

4. Calculati probabilitatea ca, alegand la intdmplare un numar de 2 cifre, acesta sa fie divizibil cu 4.
5. In reperul cartezian xOy se considerd punctele M (2,-1) si N(-1,3). Determinati coordonatele

vectorului OM + ON .

6. Determinati lungimea laturii unui triunghi echilateral, care are aria egald cu 43

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I 30 de puncte
1. 10g7(3+\/5)+10g7(3—\/5):10g7[(3+\5)-<3—\5)]: 3p
=1 — Zp
=log,; 7=1
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2.| 4(23)eGy=f(2)=3=>4+2a+b=3 2p
B(-1,0)eG, = f(-1)=0=>1-a+b=0 2p
a=0,b=-1 1p
3.1 3%43.3% =36 1p
3*=9 2p
x=2 2p
4. nr. cazuri favorabile
= . 1p
nr. cazuri posibile
Numerele divizibile cu 4: 12, 16,...,96 = 22 cazuri favorabile 2p
Numerele de 2 cifre: ab,a€{1,2,..,9},b€{0,1,2,...,9} = 90 cazuri posibile 1p
21 |
P=90 45 P
5. | OM +ON=2i—j—i+3j=i+2] 3p
Coordonatele sunt (1,2) 2p
6. | 2
>3 N 3p
4
[=4 2p
EXEMPLUL 12
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Intr-o progresie aritmetica (an )n>1 se cunosc @; =5 si r=2. Calculati suma primilor 5 termeni ai

Sp

Sp

Sp
Sp

Sp

progresiei.

2. Determinati numdrul real m pentru care ecuatia x* - (m + l)x +m =0 are solutii reale egale.

3. Determinati coordonatele punctelor de intersectie a graficului functiei f:R >R, f (x) =21 _lcu

axele Ox si respectiv Oy.
4. Calculati 2C —34) .

5. Se considerd vectorii v =2i+a; si v, =(a+3)i+2/, unde acR. Determinati numarul a >0

pentru care vectorii v, §i v, sunt coliniari.
6. Aria triunghiului MNP este egala cu 16, iar MN = NP =8 . Calculati sin NV .

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L. _ (Zal +4r)~5 3p
T
S5 =45 2p
2.| A=0 1p
m*+2m+1-4m=0 2p
m=1 2p
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Gf(WOx:f(x)zO:>x=—l 2p
A(-1,0) 1p
G,nOy: f(0)=1 1p
B(0,1) 1
Ci=6 2p
A =4 2p
2C; -344 =0 1p
2 _a 2p
a+3 2
a*+3a-4=0=a=1sau a=—-4 2p
a>0=>a=1 1p
Aria AMNp = YN NP SN 2
sinN:& 2p
8-8
sinN:l 1p
2

21




LECTII DE SINTEZA
in vederea pregitirii sesiunii iulie-august a examenului de
BACALAUREAT 2012 - M2

pentru candidatii absolventi ai liceelor din filiera tehnologica,
profil: servicii, resurse naturale si protectia mediului, tghnic; toate specializarile/calificarile
MATEMATICA
TEMA 2. Algebra clasa a XI-a (3h/sépt.), clasa a XII-a (3h/sépt.)

Argument:

Prezentul breviar teoretic are ca scop orientarea activititilor de recapitulare a materiei la matematica, in
vederea asigurarii atingerii nivelului minim / mediu de competenta si nu reprezinta o lista exhaustiva.

De asemenea, la aplicarea formulelor prezentate se va tine cont de insotirea acestora de conditii de
existenta in functie de multimile de numere pe care se aplica.

TEMA 1. Algebra - Geometrie — Trigonometrie clasa a [X-a (2h/sépt.), clasa a X-a (3h/sapt.)
TEMA 2. Algebra clasa a XI-a (3h/sépt.), clasa a XII-a (3h/séapt.)
TEMA 3. Analiza matematica clasa a XI-a (3h/sapt.), clasa a XII-a (3h/sapt.)

TEMA 2. Algebra clasa a XI-a (3h/sapt.), clasa a XII-a (3h/sépt.)
2.1. Algebri clasa a XI-a

2.1.1. Matrice - clasa a XI-a (3h/sapt.)

2.1.2. Determinanti - clasa a XI-a (3h/sapt.)

2.1.3. Sisteme de ecuatii liniare - clasa a XI-a (3h/séapt.)

2.1.1. Matrice - clasa a XI-a (3h/sépt.)

Matrice, multimi de matrice: M, ,(R), m,n=1,3; A% (R) ={( 1 12]|aij eR,i=12, :1,2}’ multimea
' ayy ap) -

matricelor patratice de ordinul 2, cu elemente numere reale;
a2 43 . o

M(R)=1| ay; ay  ay ||a; €eR,i=13, j=13¢, multimea matricelor patratice de ordinul 3, cu elemente
a3 dzp  ds3

numere reale.

Elementele unei matrice A€ M, ,(R), A=(a a; este elementul de pe linia i si de pe coloana ;.

ictm,j=Tn
Identificarea unui element dintr-o matrice cand se cunoaste pozitia acestuia (perechea de indici).
Exemplificarea de matrice; obtinerea unor matrice particulare dintr-o multime de matrice ce verifica conditii

b 1 0
date, de exemplu, pentru A7 = {A = (Z j| Ae My (Z), a’? —2p* = 1} se pot identifica 4= (0 j sau
a

1
34
A= :

- . . e . 31
Transpusa unei matrice (liniile devin coloane si coloanele devin linii); de exemplu, matricea A4 :( j

0 -1 5
2 0
are transpusa ‘4=|3 1.
1 5

Matricea nuld este matricea cu toate elementele egale cu 0.

0
Matricea unitate (pentru matrice patratice): [/, = [O 1], L; =

(=
oS = O
- o O




Alte tipuri de matrice: matrice linie, matrice coloana.
Operatii cu matrice din multimea A7, ,(R), m, n=1,3

* adunarea: daca 4,Be M, ,(R), A=(a;), B=(b;), atunci A+B=C, unde Ce. A7, (R) si

Cj =ay +bl~j, oricare ar fi i=1,m §i j=1,n (se aduna elementele de pe pozitii identice din cele doua matrice,
termeni ai adunarii); proprietati ale adunarii de matrice : asociativitate, comutativitate, element neutru (matricea
nuld, opusa unei matrice)

* inmulfirea unei matrice cu un scalar: daca Ae M, ,(R),aeR, 4=(a;), atunci a-4=C, unde

Ce M, ,(R), C=(c;)si ¢; =a-ay, oricare ar fi i = 1,m, j= Ln (se ITnmulteste fiecare element al matricei cu

scalarul « ); se poate utiliza i pentru scoaterea unui factor comun (fortat); proprietati:
(a+p)-A=a-A+p-4; (af)-A=a-(f-4),unde a,f R

e inmultirea matricelor in cazurile bine definite: dacd 4 € A7, ,(R), Be A, ,(R), A=(ay;), B=(b;),

n — —
atunci 4-B=C,unde Ce/l//m,p(R), C=(c;) sicy= Zaik “by; ,oricare ar fi i=1m,j=1,p
k=1

Observatii.
Inmultirea matricelor patratice de acelasi ordin; proprietati: asociativitate, element neutru, matricea unitate.
Exista perechi de matrice pentru care Tnmultirea lor este comutativa.
Efectuarea de calcule matriceale, cu utilizarea de proprietati; rezolvarea de ecuatii matriceale care implica
adunarea matricelor si Tnmultirea cu scalari a matricelor.

2.1.2. Determinanti - clasa a XI-a (3h/séapt.)

Determinantul unei matrice patratice de ordin cel mult 3; calculul unui determinant de ordin cel mult 3 cu
regula triunghiului si/sau cu regula lui Sarrus:

- a b . a
-dacd 4 e A1 (R), A:[ dJ,atunm det4 =
c c

b
‘:ad—bc;
d

- regula de calcul a determinatilor de ordinul 3 (Sarus), de exemplu:
x y A
03 1=Cx+0+y)-(3+4x+0)=0
14
x 2yl
0 31
Proprietati ale determinantilor (selectie):
- daca intr-un determinant doua linii (coloane) sunt identice, atunci determinantul este nul;
- daca intr-un determinant elementele unei linii (coloane) sunt nule, atunci determinantul este nul;
- daca intr-un determinant se aduna la elementele unei linii (coloane) elementele altei linii (coloane),
atunci valoarea determinantului nu se schimba;
- detA=det(‘4), oricare ar fi A matrice patratica;

- det(4B)=det A-det B, oricare ar fi A4, B matrice patratice de acelasi ordin;

Aplicatii ale determinantilor in geometrie:

x y 1
- ecuatia unei drepte determinate de doud puncte distincte A(x;, ;) si B(x,,¥,) este |x; »; 1|=0
xn oyl
x o n 1

- conditia de coliniaritate a trei puncte A(x;, ), B(x,5,¥,) si C(x3,y3) este |x, », 1=0

x3 0y 01



6o ol
. o . . . 1
- aria S unui triunghi ABC cu varfurile A(x;,y;),B(x,,¥,) st C(x3,¥3) S=E'|A| ,unde A=|x, y, 1.

x3 y3 1

2.1.3. Sisteme de ecuatii liniare - clasa a XI-a (3h/sapt.)

Matrice inversabile in A1,(R), ne {2,3} :

- definitia matricei inversabile: 4e.AZ,(R) este inversabild < existd Be. A7, (R) astfel incat
A-B=B-A=1,

- conditia pentru ca o matrice 4€ A7, (R), ne {2,3} sa fie inversabila este det 4 # 0

- calculul inversei unei matrice din A, (R), ne {2,3}: calculul determinantului (§i impunerea conditiei
ca acesta sa fie diferit de 0), scrierea transpusei, calculul complementilor algebrici si determinarea matricei
1 *
det 4 4

adjuncte, A=
. . . a b) . a

- caz particular pentru matricele de ordin 2: dacd 4 € A% (R), A= 4 sl det4 =
¢ ¢

d -b
atunci A~ = ! .
detd (—¢ a

- determinarea inversei unei matrice inversabile prin utilizarea de proprietati algebrice ale calculului

b
=ad—-bc+0,
d

matriceal; de exemplu, dacd 4 € A4 (R) si din ipoteza unei probleme obtinem o relatie de tipul A -34= 13,

relatia se poate rescrie 4:-(A4—-313)=(4-313)- A=1;, de unde Al=4 -3

- proprietati: (A_l )_l =4; (AB)71 =B 47" unde 4 si B sunt matrice inversabile.
Ecuatii matriceale de tip:

a) AX =B cusolutia X = A'B (in cazul in care A4 este o matrice patratica si inversabila)

b) XA=B cusolutia X =BA~' (in cazul in care A este o matrice patratica si inversabild)

c¢) AXB=C cusolutia X = A'cB™! (in cazul A, B matrice patratice si inversabile).
Sisteme liniare cu cel mult 3 necunoscute; caracterizare:

e din punct de vedere al existentei solutiei: compatibil (sistemul admite solutie/solutii); incompatibil
(sistemul nu admite solutii);

e din punct de vedere al unicitatii solutiei unui sistem compatibil: sisteme cu solutie unicd (compatibil
determinate) sau cu solutii care depind de un parametru (simplu nedeterminate), de doi parametri (dublu
nedeterminate),...

Metode de rezolvare:
> metoda substitutiei; metoda reducerii (metoda lui Gauss, cu pivotare)

- metoda matriceala: aducerea sistemului la forma matriceald, AX =B = X = A7'B , unde A este o matrice
patratica si inversabilad

—> aplicarea metodei lui Cramer pentru rezolvarea sistemelor liniare (numarul ecuatiilor este egal cu numarul
necunoscutelor si det4=0, unde 4 este matricea sistemului): calcularea determinantilor obtinuti din
determinantul matricei A prin inlocuirea, pe rand, a cate unei coloane corespunzatoare fiecdrei necunoscute cu
coloana termenilor liberi; determinarea solutiei.

TEMA 2. Algebra - clasa a XI-a (3h/sapt.), clasa. a XII-a (3h/sépt.)

2.2.1. Grupuri - clasa a XII-a (3h/sapt.)

2.2.2. Inele si corpuri - clasa a XII-a (3h/sapt.)

2.2.3. Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q, R, Z ,, unde p prim) - clasa a Xll-a

(3h/sapt.)




2.2.1. Grupuri - clasa a XII-a (3h/sépt.)

Lege de comporzitie interna: *: M xM — M, (x,y) = x*y,unde M este o multime nevida.
Tabla unei legi de compozitie internd pe o multime M

Clase de resturi mod n , k= {t € 7 | restul impartirii lui 7 la n este egal cu k} , unde ke {0,1,2,...,n —1} ;

multimea claselor de resturi Z, = {IQ |k e {0,1,2,...,n - 1}} , neN*,

Operatia de adunare pe Z,: a +b=¢, unde clasa ¢ se determind calculand restul impartirii sumei (a+b) la

n; proprietati: asociativitate, comutativitate, element neutru 0; opusul clasei k ke {1,2,...,n—1} este clasa lui

n—k.
Operatia de inmultire pe Z,: a- h=¢, unde clasa ¢ se determind calculand restul impartirii produsului (a-b)

la n; proprietdti: asociativitate, comutativitate, element neutru i; existd inversul clasei IQ, ke{l,2,.,n—-1}

AAAAAA

inversabile si inversul clasei 1 este clasa 1, iar inversul clasei 5 este clasa 5, iar clasele 0, 2, 3, 4 nu sunt

inversabile; daci p e N, p prim, atunci toate clasele, cu exceptia clasei 0, sunt inversabile.
Parte stabila in raport cu o lege de compozitie definitd pe o multime nevida M : oricare ar fi
X, yeM=>x*xyeM
Grup, notatie (G,*), G multime nevida si *:GxG — G (lege de compozitie internd); axiomele grupului:
e asociativitate: x*(y*z)=(x*y)*z,oricare ar fi x,y,z€ G

o existenta elementului neutru: existd e € G astfel incat x*e=e*x=x, oricare ar fi x € G ; (daca exists,
elementul neutru este unic); determinarea elementului neutru revine la rezolvarea unui sistem de ecuatii
in care necunoscuta este e, solutia obtinuta fiind element neutru doar daca nu depinde de alegerea lui
X

e orice element este simetrizabil: oricare ar fi xe G, exista x'e G astfel incat x*x'=x"*x=¢; (daca
existd, inversul unui element este unic); determinarea inversului unui element revine la rezolvarea unui
sistem de ecuatii in care necunoscuta este x'.

Grup comutativ (abelian) este un grup in care legea de compozitie interna este si comutativa.

Este utild verificarea comutativitdtii Tnainte de verificarea axiomelor privind elementul neutru / elementele
simetrizabile, pentru a usurasimplifica verificarea acestor axiome.

Exemple de:

- grupuri numerice

- grupuri de matrice; in verificarea structurii de grup pentru submultimi ale unei multimi de matrice, se
poate invoca faptul ca asociativitatea este o proprietate valabila pe toate multimile de matrice cu
elemente numere sau clase de resturi; existd grupuri de matrice, in raport cu operatia de inmultire, care
sunt comutative; utilizarea elementelor de algebra matriceald, prin utilizarea proprietatilor rezultate din
conditia de parte stabild (de exemplu, daca se evidentiaza o proprietate de tipul A(x)- A(y)=A(x+y),
aceasta poate fi utilizatd in rezolvarea unor cerinte ulterioare, fara a apela mereu la calculul efectiv cu
tablourile matriceale)

- (Z,,+) este grup comutativ, oricare ar fi ne N*; (Z » \{f)},~) este grup comutativ (unde p eN*, p
prim).
Acestui capitol 1 se pot asocia cerinte de tip rezolvarea de ecuatii Intr-un grup sau calcularea unor relatii Intre
elemente ale grupului, situatii care nu necesitd verificarea axiomelor grupului ci doar utilizarea lor pentru
efectuarea calculelor.
Morfism si izomorfism de grupuri:
Se considera (Gy,*) si (G,,0) grupuri.
Functia f:G; — G, se numeste morfism de grupuri dacd f(x* y)= f(x)o f(»), Vx,y € G.
Functia f:G; — G, se numeste izomorfism de grupuri dacd este morfism si este bijectiva.
Proprietati: daca f este izomorfism, atunci:

e f(e)=e',unde esi e' sunt elementele neutre ale grupurilor (Gj,*) si, respectiv, (G,,0)



e f(x")=(f(x))', oricare ar fi x € G; (imaginea simetricului lui x este egald cu simetricul imaginii lui
x)
Pot fi formulate enunturi in care se cere sd demonstram cd nu exista izomorfism Intre doud grupuri date; in acest
caz, trebuie identificatd o proprietate a izomorfismului, care nu este verificata,

2.2.2. Inele si corpuri - clasa a XII-a (3h/sapt.)

Definitia inelului; verificarea axiomelor inelului; exemple de inele numerice: Z,Q,R,Z,, inele de matrice,
inele de functii reale.

Divizori ai lui ,,0”, cu aplicatii la rezolvarea de ecuatiiin Z,, .

n»

Definifia corpului; verificare axiomelor corpului. Exemple de corpuri numerice: Q,R si Z, cu p prim.

2.2.3. Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q, R, Z ,, unde p prim) - clasa a Xll-a
(3h/sépt.)

Forma algebrica a unui polinom: P=a, X" + an,anfl + .. +ay,unde q,,a, i,.,a0€K, a,#0 unde K
poate fi Q, R, Z,, p prim; gradul unui polinom, calcularea unor valori ale polinomului; semnficatia unor

valori: f(0) este utilizatd pentru determinarea termenului liber; f(1) este utilizata pentru determinarea sumei

coeficinetilor polinomului

Operatii cu polinoame (adunarea, inmultirea, inmultirea cu un scalar); proprietati.

Metoda identificarii coeficientilor

Teorema impartirii cu rest: pentru orice doua polinoame f,g e K[X], g #0, exista polinoamele ¢,r € K[ X]

unice astfel incat f=g-g+r si gradr<grad g.

Impartirea polinoamelor: utilizarea algoritimilor specifici; schema lui Horner, utilizata pentru determinarea
catului si a restului rezultate la efectuarea Impartirii la X —a.

Teorema impartirii la X — a : restul impartirii polinomului f € K[X] la X —a este f(a).

Divizibilitatea polinoamelor: fie polinoamele f,ge K[X], g#0, atunci f se divide prin g dacd existd
he K[X] astfel incat f=gh.

Teorema Ilui Bezout: fie polinomul f e K[X], f#0 si ae K, atunci a este rddacina a polinomului f daca si
numai daca f se divide prin X —a ; consecinta: in acest caz, existd g € K[X] astfel incat f=(X —-a)-g
Raddcini ale polinoamelor: radacini simple, radacini multiple: a este raddcind de ordin de multiplicitate
p, peN* a polinomului f daci (X —a)? | f si (X —a)’™' | £ in cazul ridacinilor reale multiple pentru un

polinom cu coeficienti reali, se poate utiliza functia polinomiald atasatd si proprietati de derivabilitate ale
functiilor reale.
Descompunerea unor polinoame in factori ireductibili: de exemplu, daca f € R[X] admite toate radicinile

reale si grad f =n2>1, atunci f se poate descompune in factori ireductibili /' =a,(x —x)(x—x)...(x—Xx,,),
unde x;,x, ... x, sunt rddécinile reale ale polinomului f ; descompunere peste corpul numerelor reale: un

polinom cu coeficienti reali admite ca factori ireductibili, peste corpul numerelor reale, cel mult factori de
gradul I sau de gradul al doilea, in acest caz, discriminantul asociat factorilor de gradul al doilea fiind negativ.
Numadrul de radacini reale ale unui polinom nenul cu coeficienti reali este cel mult egal cu gradul polinomului.
Relatiile lui Viete pentru polinoame de grad cel mult 3:

1) daca feK[X], f=aX 24bX +c, ackK i x1,X, €K suntradacinile lui £, atunci au loc relatiile:

x1+X2:_—
a

C
Xp Xy =—
a




ii) daca feK[X],fzaX3 +hX? +cX +d, ackK’ sl x),x,,%; € K sunt raddcinile lui 1, atunci au loc

xl+X2 +X3=—;

.. C
rela!:llle: X1Xo + X1 X3 + XoXg3 =—
a

X XpX3 = —;

Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu coeficienti in Z, Q, R :

- daca o ecuatie algebrica cu coeficienti Intregi are radacini Intregi, atunci ele se gasesc printre divizorii
termenului liber;

- daca o ecuatie algebrica cu coeficienti intregi, a,x" +a, X"+ .. +ay=0, are raddcini rationale,

atunci acestea sunt de forma £e@, ( D, q):l , unde p este divizor al termenului g, si ¢ este un
q

divizor al termenului a,, ;
- dacd o ecuatie cu coeficienti rationali are solutia x; =a +bc, a,b,ceQ,Je eR-Q, atunci are si
solutia x, =a - b, cu acelasi ordin de multiplicitate ca solutia x; =a + NEE
Ecuatii bipatrate: ax* +bx* + ¢ = 0, a#0, se utilizeaza substitutia x> =t si se rezolva ecuatia at’> +bt+¢=0.
Ecuatii binome: x" =a , unde a € R, ne N*; cazuri particulare: x* =a are solutii reale numai in cazul a >0,

solutii egale cu +Ja; x> =a, aeR are unica solutie reald Ja; x* =1 are solutiile reale *1.

Ecuatiile reciproce se clasifica in:

- ecuatii reciproce de grad impar, care admit intotdeauna radacina —1; se Tmparte expresia algebrica asociatd
prin X +1 si se continud cu rezolvarea unei ecuatii algebrice reciproce de grad par;

o ot A o 1 . . 1
- ecuatii reciproce de grad par, care se rezolva utilizand substitutia ¢ = x +—, folosind relatia x*+ — = -2,
x x

de exemplu, ecuatia de gradul al patrulea se imparte la x° pentru a evidentia substitutia.



EXEMPLE DE ITEMI TIP EXAMEN DE BACALAUREAT PENTRU RECAPITULAREA
NOTIUNILOR DIN TEMA 2

EXEMPLUL 13
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

mx—2y+z=1
1. Se considera sistemul de ecuatii {2x—my—3z=3,unde meR.
x—y+2z=4
5p | a) Aratati ca suma elementelor de pe diagonala principald a matricei sistemului este egald cu 2.
5p | b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care matricea sistemului are determinantul diferit de zero.

5p | ¢) Pentru m =1 aritati cd y,° =x, -z, , unde (xl, yl,zl) este solutia sistemului.

2. Se considera polinomul f = X3 +mX?+mX +1,unde meR.
5p | a) Pentru m =0, calculati restul impartirii polinomului f la X —1.
5p | b) Aratati cd polinomul f* este divizibil cu X +1, pentru orice numar real m .

5p | ¢) Determinati valorile reale ale lui m pentru care polinomul f* are trei radacini reale.

Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1.2) | Suma elementelor de pe diagonala principald a matricei este egald cu m +(-m)+2 3p
Finalizare 2p
b) | det A=—-2m> —2m+12 2p
meR\ {—3, 2} 3p
¢) | Pentru m=1= x=4, y=2, z=1 4p
Finalizare 1p
2.2) | pentru m=0= f=X> +1 2p
Restul este egal cu f(1)=2 3p
b) | /() =—T+m-m+1=0 3p
X+1|f 2p
V| f=(X+1) (X4 (m-1) X +1) 2p
£ are trei raddcini reale < X2 + (m—1)X +1 are doua radacini reale < m? =2m—-3>0 2p
m € (—o0,—1]U[3,+) 1p

EXEMPLUL 14

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1 0 O
1. Se considerd matricele H(x)=|0 1 Inx |, cu xe(0.+).
0 0 1

Sp | a) Aratati ca det(H(x)) =1, pentru orice x € (O, +oo) .
5P | b) Determinati numérul real a astfel incat H (x)-H (a)=H (x), pentru orice x>0 .

5p | ©) Calculati determinantul matricei H(l) + H(2) +...+H (2012) .

2.In R[X] se considera polinomul f = X +3x%2-3x-1 , curadacinile x;,x,,x; .
1,X2,%3




5p | a) Artati ca polinomul f'se divide prin X —1.
Sp ‘ b) Calculati x;* +x,” + x;°.
5P | ) Verificati daca (2-x,)(2-x,)(2-x;) =13.

Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
L.a) | det(H (x))=1+0-0 4p
Finalizare 1p
b) 10 0
H(x)-H(a)z 0 1 Ina+lnx 2p
00 1
Ina=0=a=1 3p
©) 2012 0 0
H(1)+H(2)+...+H(2012)=| 0 2012 In(2012!) 2p
0 0 2012
2012 0 0
0 2012 In(2012!)=2012 3p
0 0 2012
2a) | f)=r+3-17-3-1-1 3p
fH=0=>x-1|f 2p
b) | x;+xy+x3=-3 1p
XXy + X1 X3 + X X3 =3 1p
x12 +x22 +x32 =15 3p
9| f=X> 13X 3X -1=(X—x)(X %) (X —x3)= f(2)=(2-x)(2-x)(2-x3) 3p
f(2)=13 2p
EXEMPLUL 15
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

x+y-2z=0
1. Se considera sistemul de ecuatii {x—y+z=1 ,unde aeR.
xX+y+az=2
5p | a) Calculati determinantul matricei asociate sistemului.
5p | b) Determinati valorile reale ale lui a pentru care matricea asociata sistemului este inversabila.

5p | ¢) Pentru a =0, rezolvati sistemul de ecuatii.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativd x*y=x+y—1.

Sp | a) Aridtati cd x*1=x, pentru orice xeR.
5p | b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x *x*x =4 .

5p | ¢) Determinati numarul natural n, n> 2, pentru care C}, *C ,% =14.




Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
L.a) 11 =2 2p
detd=|1 -1 1|=
1 1 a
=—2a-4 3p
b) | Matricea asociata sistemului este inversabila< —2a -4 #0 3p
aeR\{-2} 2p
| [x+y-2z=0
x—y+z=1 2p
x+y=2
x=1,y=1,z=1 3p
2.) | x*xl=x+1-1= 4p
= x, pentru orice x € R 1p
b) | x*x=2x-1 2p
(x*x)*x:3x—2 2p
x=2 1p
c —
) C,llzn,C,%zn(n 1) 2p
2
n’+n-30=0 2p
Finalizare: n=5 1p

EXEMPLUL 16

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1 00
1. Se considerd matricea 4={0 1 0].
1 0 1
5p | a) Calculati determinantul matricei A4.

1 00
Sp | b) Verificati daca At'=l0o 1 OJ, unde 47! este inversa matricei 4.
-1 0 1

11 1
5p | ¢) Rezolvati ecuatia 4-X =2 2 2|, XeM;(R).
3 33
2. Fie polinomul er3[X],f:X3 +2X°? si multimea G:{g:aX3 +bX? +eX +d a,b,c,deZ3} .

Sp | a) Calculati f (i)

5p | b) Determinati radacinile polinomului 1.
5p | ¢) Determinati numarul elementelor multimii G .




Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1.a) 100 3p
det(4)=[0 1 0
1 01
Calculul determinantului: det(A) =1 2p
b)| (1 0 0(1 0 0) (1L 0 0
01 0/{0 1 0[=[0 1 0sau 2p
1 0 1){-1 0 1 0 01
1 00 00 0 0
0 1 0[]0 1 0}= 10
2p
-1 0 1)1 0 1 0 1
0 0
Deci 4'=[0 1 0
Ip
-1 0 1
©) 1 0 0)(1 11
Prin inmultire cu 47! la stingase obtine X =| 0 1 0[-|2 2 2|= 3p
-1 0 1)\3 3 3
1 1 1
=2 2 2 2p
2 2 2
2.a) f(1)=P+2-17= 2p
=1+2=0 3p
b) | r=x*(x+2) 2p
Radacinile lui £ sunt 0,0 si 1 3p
©) Zy = {(A),i, ﬁ} = a,b,c,d pot lua cate trei valori fiecare 3p
Deci G are 3*= 81 clemente 2p
EXEMPLUL 17
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1 -1 -1 X—y—z=-2
1. Pentru m € R se considera matricea 4=| 1 3 —1| si sistemul de ecuatii {x+3y—z=-2, unde
m 0 2 mx+2z=4
x,y,zeR.
5p | a) Calculati determinantul matricei 4.
5p | b) Determinati m € R pentru care matricea 4 este inversabila.
5p | ¢) Rezolvati sistemul pentru m =—1.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie xo y =2xy—2x—-2y+3.
Sp | a) Demonstrati ¢a xoy=2(x—1)(y—1)+1, pentru oricare x,y eR.
5p | b) Determinati elementul neutru al legii ,,o”

10



5p ’ ¢) Dati exemplu de doud numere a,bhcQ—7 pentru care aobeZ.

Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 1 -1 -1
det(4)=|1 3 -1= 3p
=6+m+0+3m+0+2=8+4m
b) | 4 inversabila < det(4)#0< 8+4m =0 3p
meR-{-2} 2
©) | Pentru m =1 rezulta det(A4)=4#0 2p
Se obtine x=y=0,z=2 3p
2.2) | xoy=2xy—-2x-2y+2+1=
2p
:2(x—1)(y—1)+1 3p
b) xoe:x,VxeR:2(x—1)(e—1)+l:x 2p
Finalizare: e = 3 3p
) 5 5
Un exemplu este x=—,y=—
p 5 y 3 2p
335,32 137 3p
2 3 2 3
EXEMPLUL 18
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
11
1. Se considera matricea A4 = (1 OJ .
5p | a) Calculati 4> — 4.
5p | b) Determinati inversa matricei A.
2010 2010
5p | ©) Rezolvati ecuatia 4- X = , XeM, (R)
2009 2010
2. Se considera polinoamele f,geZ3[X],f=X2 +X,g=X° +2X+a,cua €Z,.
Sp a) Calculati f(@) +f<i) .
5p | b) Determinati radécinile polinomului f .
5p | ¢) Demonstrati ci f(ﬁ) +f(i) +f<i) =g(6)+g(i) +g(§) , pentru oricare a € Z5 .
Barem de evaluare si notare
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

1.a)

IR .
a0 LY .

11



b)

det(A4)=-1£0=34" 1p

o0
15 7] »

(01
_(1 —J 2p

©) | Prin inmultire la stinga cu A~ se obtine

[0 1) (2010 2010)_ 2p
_[1 —1)(2009 2010} 2p
:(2009 2010} 1p

1 0
2.a) f(ﬂ):é 2p
= 2
(@) r(i)=2 v
07 (5)=0.s()=2s(3) "
Radacinile lui fsunt Osi 2 2p
©) g(@):a,g(i):a,g(i):§+a 2p
g(6)+g(i)+g(§):a+a+§+a:§ 2p
f(6)+f(i)+f(é):g(())+g(i)+g(i)_2, VaeZ, 1p

19

(30 de puncte)

EXEMPLUL
SUBIECTUL al Il-lea
m 1 0
1. Pentru m € R se considera matricea 4=| 1 1 1
1 1 m

Sp
Sp
Sp

Sp
Sp

Sp

x,y,zeR.

a) Calculati determinantul matricei 4.
b) Rezolvati sistemul pentru m =0.

si sistemul de ecuatii

¢) Verificati daca sistemul este incompatibil pentru m=1.

mx+y=-1

xX+y+z=3, unde

x+y+mz=0

2. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie x* y =(x—4)(y—4)+4.

a) Demonstrati ca legea ,, * ” este asociativa.

b) Demonstrati cd x * y € (4,+), oricare ar fi x, y € (4,+%).

¢) Calculati 1#2#*3%_..%2010.

12



Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
La) m 1 0 Ip
det(4)=|1 1 1|=
I 1 m
=m’+l-m—-m= 3p
=(m-1y 1p
b) y=-1
xX+y+z=3 2p
x+y=0
x=1
y=-1 3p
z=3
<) x+y=-1
xX+y+z=3 2p
x+y+z=0
Scazand ultimele 2 ecuatii se obtine 0 =3 = sistem incompatibil. 3p
2.a) (x*y)*z:(x*y—4)(z—4)+4: 1p
(x=4)(y—4)+4-4)(z-4)+4= 1p
( —4)(y-4)(z-4)+4=
x—4)((y-4)(z-4)+4-4)+4= Ip
< )(yz-d)4d- tp
=x*(y*z) 1p
b) | x>4=x-4>0
y>4:>y_4>0}:>(x—4)(y—4)>0 3p
(x—4)(y—4)+4>4,Vx,y>4 2p
¢) | x*¥4=4*%x=4,VxeR 2p
1#2%3% .. %2010 =(1%2%3)*4%(5%..%2010) = p
=4
2p
EXEMPLUL 20
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1 1 1
1. Se considera determinantul D(x,y)=[1  x y |,unde x,yeZ.
I x+1 y+1
Sp | a) Calculati D(-1,1).

Sp
Sp

b) Determinati x € Z pentru care D(x,2010)=1.
¢) Demonstrati ¢d D(x,y)-D(x,—y)= D(xz,yz) ,oricare ar fi x,yeZ.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x * y =2xy—6x—6y+21.

13



Sp | a) Ardtati ca x*y=2(x-3)(y—3)+3, oricarear fi x,yeR.
Sp | b) Aratati ci legea ,,*” este asociativa.
5p | ¢) Calculati 1%2#...%2011.

Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea 30 de puncte
1.a) 1 1 1 5
D(-L)=[l -1 1|= P
1 0 2
-2 3p
b) 1 1 |
D(x,2010)=1 x 2010 = Ip
1 x+1 2011
=x-2010 2p
x=2010=1=x=2011Z 2p
©) D(x,y):x—y 2p
D(x,—y)=x+y si D(x2,y2)=x2—y2 2p
Finalizare 'p
2.a) x*y:2xy—6x—6y+2l:2x(y—3)—6(y—3)+3: 3p
=(y-3)(2x-6)+3=2(x-3)(y-3)+3 2p
b) (x*y)*z:4(x—3)(y—3)(z—3)+3 2p
x*(y*z)=4(x-3)(y-3)(z-3)+3 2p
Finalizare 1p
¢) | x*3=3*x=3, pentru orice xeR 3p
(1%2)#%3%(4%...%2011)=3 Zp
EXEMPLUL 21
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

m -1 1 mx—y+z=0

1 -2 1 x—=2y+z=0
parametru real.
5p | a) Calculati determinantul matricei 4.

1. Se considera matriceaA=| 1 m —1| sisistemul de ecuatii { x+my —z =0 , unde m este

Sp | b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care tripletul (—1, 2,5) este o solutie a sistemului.

5p | ¢) Determinati valorile reale ale lui m pentru care sistemul admite doar solutia (0,0,0) .

2. Pe multimea R se defineste legea de compozitie x* y=xy+x+y.
Sp | a) Aratati cd legea ,, *” este asociativa.
5p | b) Determinati elementul neutru al legii ,,* .

5p | ¢) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia X2 k2 =x*4.

14



Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea 30 de puncte
L.a) m -1 1
detA=[1 m —l=m*>-2+1-m-2m+1= 3p
1 2 1
=m*—3m 2p
b) | ([-m-2+5=0
—14+2m-5=0 3p
-1-4+5=0
m=3 2p
¢) | detA=0 2p
m* —3m#0 1p
m e R\{0,3} 2p
2.) | (x*xy)*z=(xy+x+y)*z=xyz+x2+yz+Xy+x+y+z 2p
x*(y*z)=x*(yz+y+z)=xyz+xy+xz+x+yz+y+z 2p
(x*y)*z=x=(y*z), pentru orice x,y,ze R = legea "+" este asociativa 1p
b) | Existd e € Rastfel incat x*e=e*x=x, oricare ar fi xe R 1p
x*e=x=xet+e=0exx=x=ex+e=0 2p
e=0eR 2p
0| xX2x2=3x2+2 1p
x*4=5x+4 1p
x2*21=x*4:>3x2—5x—2=0 1p
X=——sau x=2 2
3 P
EXEMPLUL 22
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

Sp
Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

1 0 1 -1
1. Se considera matricele 7, :(0 lj’ A:( 5 ZJ si X(a)zlz+aA,unde ael.

a) Calculati A*-34.
b) Demonstrati ¢i X (a)- X (b)= X (a+b+3ab), oricare ar fi a,beZ.
¢) Aratati cd X (a) este matrice inversabil, oricare ar fi a e Z.
2. Polinomul f = X3 +2X%-5X +m,cu meR are radicinile x;,x, $i x; .
a) Calculati xf + x5 + x32 .

_ * 1 1 1
b) Determinati m € R" pentru care x; +x, +x3 =—+—+—.

XX X3
XX X3

¢) Aratati cd determinantul A=|x, x; x| este numdr natural, oricare ar fi meR.

X3 X X

15



Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea 30 de puncte
La) 1 -1(1 -1} (3 -3
A% = . = 3p
=2 2)\=2 2 -6 6
a7 1
(=6 6 P
) (0 0
A°-34= 0 0 1p
b) | X (a)-X(b)=(1, +ad)-(I, +bA) = I, + bA+ad+abA* = 2p
=1, +aAd+bA+3abA= Ip
=I,+(a+b+3ab)A=X(a+b+3ab) 2p
) 1+ -
X(a)=l,+ad=| © ¢ 2p
—2a 1+2a 1p
X (a) matrice inversabila < det X (a)#0
1 Ip
1+3a#0=>a+# -3
1 e . .
Deoarece -3 ¢ 7, = X(a) este matrice inversabila oricare ar fi a € Z Ip
2.2) Din rela‘giile lui Viéte avem Xt Xy +X3 = -2 Sl XXy + X X3+ Xy - X3 = -5 2[)
xlz +x§ +x32 :(xl + X, +x3)2 —Z(xl Xy + X X3+ Xy -x3): 2p
=14 Ip
b) | x;xyx; =—m
111 Tty 5 Ip
_+_+_:x1 x2 xl x3 xZ x3 _ -
X X X3 XXy X3 m 2p
1 5
XN+ +=—+—+—Sm=——
broee s X Xy X3 2 2p
©) A=(x +x, +x3)(xlx2+x2x3 +x3xl—x12—x§—x32): 3p
=-2(-5-14)=38¢cN 2p
EXEMPLUL 23
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

Sp
Sp
Sp

Sp
Sp

Sp

1. Se considera punctele 4, (2", 3”) ,unde neN.
a) Scrieti ecuatia dreptei 4,4, .
b) Demonstrati ¢ punctele 4;, A4, si 4; nu sunt coliniare.

¢) Determinati numarul natural » pentru care aria triunghiului 4, 4, ,,

. .. 1
2. Pe multimea R se defineste legea de compozitie xo y = E(x y—x—y+3).

a) Verificati daca elementul neutru al legii ,,o ” este e=3.
b) Determinati simetricul elementului 2 in raport cu legea ,,o .

A, ., esteegaldcu 216.

¢) Aratati cd multimea H = {2k + 1| ke Z} este parte stabild a lui R in raport cu legea de compozitie

2
[e]
2 .

16



Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II-lea 30 de puncte
La) | 4,(1,1), 4(2,3)
x y 1 Ip
A4 1 1 1=0 2p
2 31
b) | 4(2,3), 4,(4,9), 4;(8,27) 2p
2 3 1
Verificarea faptuluica (4 9 1/=0 3
8 27 1 P
c
) A=1|A| 1p
2
211 3)1 1
A=2"1 3m ql=2.6" 3p
2n+2 3}’l+2 1
n
2:6 =2l6=>n=3 1p
2.a
) x03:%(x-3—x—3+3):x 2p
2
3ox:%(3-x—3—x+3):x P
1
Deci xo3=3o0x=ux,oricarcarfi xeR P
b) | Cautam a € R astfel incat ao2=20a=3 1p
20a=ac?2
1 Ip
5(2a—2—a+3):3 1p
a+l=6=>a=>5 2p
¢) | Fie x,ye H=>x=2k+1,y=2p+1, k,peZ 1p
xoy=%(4kp+2k+2p+l—2k—l—2p—1+3) 2p
xoy=2kp+leH Zp
EXEMPLUL 24
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

Sp
Sp

Sp

Sp

1. In reperul cartezian xOy se considera punctele 4, (n—1,n+2), ne N".
a) Determinati ecuatia dreptei 4,4, .

b) Demonstrati cd punctele 4,,, 4,, A [, sunt coliniare, oricare ar fi m,n, p e N*.

* ~ _ *
¢) Pentru fiecare p € N notdm Mp—{neN A4, <

A,4, < 2} . Determinati elementele multimii M, .

2. Se considera polinomul f =X +(m—3)X* ~17X +(2m+7),cu meR.

a) Pentru m =4 determinati catul i restul impartirii polinomului f la X —3.

17



Sp ‘ b) Determinati m € R pentru care polinomul f* este divizibil cu X —1.

Sp ‘ ¢) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 27* +9* —=17-3* +15=0.

Barem de evaluare si notare

SUBIECTUL al II -lea (30 de puncte)
La) | 4(0,3),4,(1,4) 2p
x y 1 )
A4 0 3 11=0 P
1 41

A4 y=x+3 Ip

b) m-1 m+2 1
Justificarea faptuluica ([n—1 n+2 1|=0 3p

p-1 p+2 1
= A, 4,, 4, coliniare 2p
Q) | 4,4y <2 1p
J(n=2011)% +(n-2011)* <2 1p
[n—2011/<~2 1p
M1, =1{2010,2011,2012} 2p
28) | m=d4= f=X>+X> 17X +15 1p
C=X?+4X-5 3p
R=0 Ip
b) | fi(x-1)< f(1)=0 1p
fM)=1+m-3-17+2m+7=3m—-12 2p
3m—12=0=>m=4 2p
©) | Cunotatia 3" = y>0=> ) + 2 ~17y+15=0=(y—1)(y=3)(y+5)=0 2p
y=-5<0 Ip
y=1=x=0 1p
y=3=>x=1 1p
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LECTII DE SINTEZA
in vederea pregitirii sesiunii iulie-august a examenului de
BACALAUREAT 2012 - M2

pentru candidatii absolventi ai liceelor din filiera tehnologica,
profil: servicii, resurse naturale si protectia mediului, tghnic; toate specializarile/calificarile
MATEMATICA
TEMA 3. Analizi matematica clasa a XI-a (3h/sapt.), clasa a XII-a (3h/sépt.)

Argument:

Prezentul breviar teoretic are ca scop orientarea activititilor de recapitulare a materiei la matematica, in
vederea asigurarii atingerii nivelului minim / mediu de competenta si nu reprezinta o lista exhaustiva.

De asemenea, la aplicarea formulelor prezentate se va tine cont de insotirea acestora de conditii de
existenta in functie de multimile de numere pe care se aplica.

TEMA 1. Algebra - Geometrie — Trigonometrie clasa a IX-a (2h/sépt.), clasa a X-a (3h/sapt.)
TEMA 2. Algebra clasa a XI-a (3h/sapt.), clasa a XII-a (3h/séapt.)
TEMA 3. Analiza matematica clasa a XI-a (3h/sapt.), clasa a XII-a (3h/sapt.)

TEMA 3. Analiza matematica - clasa a XI-a (3h/sapt.), clasa a XII-a (3h/séapt.)
3.1.1. Limite de functii - clasa a XI-a (3h/sépt.)

3.1.2. Functii continue — clasa a XI-a (3h/sapt.)

3.1.3. Functii derivabile — clasa a XI-a (3h/séapt.)

3.1.4. Studiul functiilor cu ajutorul derivatelor — clasa a XI-a (3h/sapt.)

3.1.1. Limite de functii - clasa a XI-a (3h/sépt.)

Notiuni elementare despre multimi de puncte pe dreapta reala:
- intervale de numere reale;
- madrginire: spunem cd multimea nevida M c— R este marginitd dacd existd a,beR, a<b astfel incat

a<x<b,oricarearfixe M ;
- vecindtati: spunem cd multimea ¥ < R este vecindtate a punctului x e R dacd exista a€R, a>0 astfel
incdt (x—a,x+a)cV ; spunem cd multimea V' c R este vecinitate a punctului x =+ R dacd exista

a€R, a>0 astfel incat (a,+0) =V ; spunem cd multimea ' R este vecinatate a punctului x=—co € R
dacd exista aeR, a>0 astfel incat (—o,—a)cV;
> dreapta reald incheiatd: R =R U {400} , simbolurile +o0 $i —o0.

- limite de functii; notatie lim f(x), x, punct de acumulare finit sau infinit al domeniului de definitie al
x—)xo

functiei f;
- limite laterale:
a) [(xp)= lim f(x) limita la stinga punctului x,
X/‘)CO

b) 1;(x)= li\m f(x) limita la dreapta punctului x,
X XO

-> introducerea notiunii de limita in relatie cu reprezentare grafica pentru functiile studiate (de exemplu, functia
de gradul I, functia de gradul al Il-lea, functia exponentiald, functia logaritmica, functia putere (n=2,3),
functia radical de ordin 2;

- studiul existentei si valoarea limitei unei functii intr-un punct, prin verificarea existentei si egalitatii limitelor
laterale;

> calculul limitelor intr-un punct pentru functiile elementare, identificarea limitelor functiilor elementare la
capetele domeniilor de definitie;

> operatii cu limite de funcii: lim [ f(x)* g(x)]= lim f(x)+ lim g(x) (aplicabild atunci cand nu ne situdm
x-)xo x—)xo x—)xo

in cazul de nedeterminare co—o0 ); lim [ f (x)-g(x)]: lim f(x)- lim g(x) (aplicabild atunci cand nu ne
x—)xo x—>x0 x—>x0

1




lim f(x)
situdm in cazul de nedeterminare 0-c0 ); lim Jx) =20
xx g(x) - lim g(x)

X—>Xg

(aplicabila atunci cand nu ne situdm in

lim g(x)
x~>x()

cazurile de nedeterminare %;2 ); lim ( f (x))g(x) =( lim f (x)j (aplicabila atunci cand nu ne situdm in
o0 X=X

X=X

cazurile de nedeterminare 1°°;00;ooo); in acest ultim caz se poate utiliza formula ab =ePne , care transforma

cazurile de nedeterminare de la puteri in cazul 0- .

> calculul limitelor pentru functia de gradul I, functia de gradul al Il-lea, functia exponentiald, functia
logaritmica, functia putere (n=2,3), functia radical de ordin 2, functia raport de doua functii cu grad cel mult
2;

> metode de eliminare a nedetermindrilor/cazurilor exceptate in cazul limitelor de functii:
0/0, o/, 0-0

n n-1
o .. . . x . oax +a, X'+ tax+a
-> limitele functiilor rationale: lim ACI lim —% nl 1 0

— ,unde ay,..., a,, by,..., b, eR,
xox g(x)  xox b,x" +b,_x

m

B +..+bhx+by

n,me{l,2} si xpeRU {ioo} ; se abordeaza pe 3 cazuri, dupa tipul lui x;:

2 2
1) x, finitsi g(x,)#0;1n acest caz lim M:f(xo) ; de exemplu, lim 2 2x+1 1 > 1+l :l;
x—x) g(x)  g(xp) x=>1 x“+1 17 +1 2
Z—”, n=m
m
2) x; e{ioo} ; In acest caz avem lim Sx) = 0, n<m;
x=x) g(x)
sgn(Z—")-(J_roo)”_m n>m
24 2074 2
de exemplu, lim X = lim d =sgn| — _(_00)271 — 400
o 16—x > —x+16 -1

3) xy finit si g(xy) =0, cu subcazurile:

. . 0. . — .
e f(x))=0, caz In care avem nedeterminarea 0 iar fractia se poate simplifica prin factorul (x—x;)

. o . .c . . . . .
e f(x))#0, caz in care avem o situatie de tipul o ¢ #0 ce necesitd determinarea semnului numitorului

intr-o vecindtate a lui x, si, dupd caz, o discutie pe limite laterale; de exemplu,
.ox=2 . x—2 . 1 1
lim — =lim =lim =—
2 x" -4 H2(x—2)(x+2) 2x+2 4
> Asimptotele graficului pentru functiilor studiate (de exemplu, functia exponentialda, functia logaritmica,
functia raport de doua functii cu grad cel mult 2):
- asimptotad verticala dreapta x =a € R, daca au sens §i exista:

i) [ (a): li}nf(x):ioo
i) Iy (a): li\r‘n f(x)=10

- asimptota orizontald, dacd +oo sau/si —oo sunt puncte de acumulare ale domeniului de definitie al

functiei:
1) la +oo,dreapta y=b,dacad lim f(x)=beR
X—>+00
il) la —oo,dreapta y=b,dacad lim f(x)=beR
X—»—00
- asimptotad oblica, dacd +oo sau/si —o sunt puncte de acumulare ale domeniului de definitie al functiei:
i) la +o, dreapta y =mx+n,daca lim M:m eR" si lim (f(x)-mx)=neR
x—>+o X X—>+0
i) la —o, dreapta y =mx+n,dacd lim S ) =meR" si lim (f(x)-mx)=neR.
X—>—00 X X—>—00



3.1.2. Functii continue - clasa a XI-a (3h/sépt.)

Interpretarea graficd a continuitatii unei functii intr-un punct / pe o multime.
Continuitatea  functiei intr-un punct x, , punct de acumulare al domeniului de definitie:

xlifnio fx)= xli\ngo J(x)=f(x).

Operatii cu functii continue (suma, produsul, raportul, ridicarea la putere);
Functiile elementare sunt continue pe domeniul lor de definitie.
Semnul unei functii continue pe un interval — consecinte ale proprietatii lui Darboux:

a) daci o functie f:[a,b]—>R este continud pe [a,b]si dacd f(a)- f(b) <0, atunci existd cel putin
un punct ¢ (a,b) astfel incat f(c)=0; dacd, in plus, functia este strict monotona sau injectiva,
atunci punctul c este unic; proprietatea este utila in determinarea numarului de solutii reale ale
unei ecuatii;

b) daca o functie f:[a,b] >R este continud pe [a,b] si nu se anuleaza pe acest interval, atunci
functia f pastreazd semn constant pe tot intervalul dat. (in acest caz a,b e R ); proprietatea este

utild 1n rezolvarea de inecuatii; enuntarea acestei proprietati si alegerea unei abscise
convenabile din intervalul dat in care sa calculam valoarea functiei, permite stabilirea semnului
functiei pe acel interval ca fiind semnul valorii calculate a functiei.

‘ 3.1.3. Functii derivabile - clasa a XI-a (3h/sapt.)

Tangenta la o curba (prin reprezentare grafica) ca interpretare geometrica a existentei derivatei unei functii intr-
un punct.

Derivata  functiei f in punctul x, , punct de acumulare al domeniului de definitie:
F(xy)= tim L=/ G0).
X=X X=Xy
- dacd f'(xy)e{+w} spunem cd f are derivatd in x,, dar nu e derivabila si reprezentarea grafica
a functiei admite tangentd verticala in punctul x;
- dacd f'(xy)eR spunem ca f este derivabila in x, si reprezentarea graficd a functiei admite
tangentd oblica sau orizontald In x;
- dacd nu existd f'(xy), spunem cd functia nu este derivabila si nu are derivata in punctul

respectiv.

Recunoagterea limitei raportului prin care se defineste derivata unei functii intr-un punct, ca

metoda de calcul a limitelor de functii;
Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul A(xy,y,) (cu verificarea prealabila a derivabilitatii
functiei in punctul x;) este y—y, = f'(xy) (x—xp) -
Functii derivabile (derivabile in orice punct al domeniului de definitie): exemple de functii elementare, operatii
cu functii care admit derivata / sunt derivabile.
Calculul derivatelor de ordin I si Il pentru functiile studiate cu ajutorul tabelelor derivatelor functiilor
elementare si utilizarea de reguli / operatii cu functii derivabile:
> derivata sumei a doud functii derivabile: (f+g)'=f"+g"; derivata produsului de functii derivabile:
(f-g)':f'g+fg', caz particular (c~f)':c~f', unde c este constanta.

. . 2 f2' . 1)
- derivata raportului (in conditii de buna definire), [ij = % , caz particular (7j = —F .
g g

Regulile lui I’Hospital pentru cazurile de nedeterminare 0/0, oo/ ; cu verificarea in prealabil a conditiilor

f‘

de aplicabilitate, evidentierea cazului de nedeterminare si aplicarea regulii (derivarea separat a numaratorului si
separat a numitorului, se va insista a nu se face confuzie cu derivata raportului).



3.1.4. Studiul functiilor cu ajutorul derivatelor - clasa a XI-a (3h/sépt.)

Rolul primei derivate in studiul functiilor, rol implicat de consecintele teoremei Lagrange: determinarea
intervalelor de monotonie si a punctelor de extrem ale functiei f prin:

-> calculul derivatei functiei si a domeniului de derivabilitate;

- rezolvarea ecuatiei f'(x) =0 (determinarea punctelor critice);

—> determinarea intervalelor in care functiei /' are semn constant prin utilizarea consecintelor proprietatii lui
Darboux;

—> interpretarea semnului lui f' in stabilirea intervalelor de monotonie pentru functia f si a tipului de
monotonie pe fiecare dintre intervale ( f'>0 pe [ = f crescatoare pe [, f'<0pe [ = f descrescatoare pe
I)

-> interpretarea succesiunii intervalelor de semn al derivatei functiei, pentru stabilirea extremelor / tipului de
extrem pentru functia data;

Rolul derivatei a doua n studiul functiilor, cu aceleasi etape ca in cazul primei derivate ( f"(x) =0, stabilirea
semnului celei de-a doua derivate, interpretarea semnului si determinarea intervalelor de concavitate —
convexitate, stabilirea punctelor de inflexiune ale functiei /', ca urmare a alternantei intervalelor de semn ale
functiei f".

Reprezentarea grafica a functiilor elementare: parcurgerea etapelor studiului functiei; concluzionarea asupra
unor particularitati ale functiei evidentiate prin constructia tabelului de variatie al functiei.

TEMA 3. Analizi matematica - clasa a XI-a, clasa a XII-a (3h/sépt.)
3.2.1. Primitive(antiderivate) — clasa a XII-a (3h/sapt.)

3.2.2. Integrala definita — clasa a XII-a (3h/sapt.)

3.2.3. Aplicatii ale integralei definite — clasa a XII-a (3h/sapt.)

3.2.1. Primitive (antiderivate) — clasa a XII-a (3h/sapt.)

Primitiva/primitive, definitie: se considera o functie f:/ — R ,unde / c R este un interval, functia
F: I - R se numeste primitiva functiei f daca:
a) Feste derivabild pe /
b) F'(x):f(x), Vxel.
Daca existd o primitivd F a functiei f, atunci f admite primitive pe intervalul / si pentru orice primitiva
G:I >R alui f, exista o functie constantd ¢:/ - R, ¢(x) =c astfel incdt G=F +c.

In acest caz, multimea tuturor primitivelor functiei f este {F +C/C este multimea constantelor} ; multimea
tuturor primitivelor functiei f se numeste integrala nedefinitd a functiei f §i se noteaza I f(x)dx=F(x)+C.

Orice functie continud f admite primitive (rezultat care va fi utilizat pentru a argumenta faptul cd o functie
admite primitive, neimplicand si determinarea unei primitive sau a integralei nedefinite).

Proprietate [ f'(x)dx= f(x)+C.

Dacid functiile f,g:/ — R admit primitive si « ER*, atunci functiile f+ g si «f admit primitive §i au loc
relatiile: [(f(x)+g(x)dv=[ f(x)dv+ [ g(x)dx si [af(x)dx=af(x)dx.

Dandu-se doud functii f,F:I/ - R, a verifica faptul cd F este o primitiva a lui f presupune sau calcularea
I f(x) dx sau utilizarea definitiei (utilizindu-se formule de derivare gi/sau proprietati).

Primitive uzuale: tabelele de formule asociate functiilor elementare/compunerii de functii elementare.
Pentru calcularea unei primitive sunt necesare: cunoagterea tabelului de primitive uzuale, aplicarea de
proprietati ale primitivelor si, uneori, abilitati de prelucrare algebrica a integrantului.

| 3.2.2. Integrala definit - clasa a X1I-a (3h/sapt.)

Integrala definita formula Leibniz — Newton: daca F :[a,b] — R este o primitivd a functiei continue
b
f: [a,b] — R, integrala definitd a functiei f pe intervalul [a,b] este numarul real I f(x)dx=F(a)—F(b).

a



Observatie: integrala nedefinitd a unei functii reprezinta o familie de functii, iar integrala definitd a aceleiasi
functii reprezinta un numar real.
Proprietati ale integralei definite:

1. Dacd f,g:[a,b] >R sunt functii continue pe intervalul [a,b] si ,€R, atunci

b b b
I( af(x)+ pg(x))dx= aJ.f(x)dx + ﬂjg(x)dx (proprietatea de liniaritate).

b
2. Dacd f:[a,b] >R este functie continuid pe intervalul [a,b] si f >0, atunci I f(x)dx>0
a
(proprietatea de pastrarea semnului, obtinuta ca o consecinta a teoremei de medie).

b b
3. Daca f,g:[a,b]—>R sunt functii continue pe intervalul [a,b] si f>g, atunci J.f(x)dxzj.g(x)dx
a a
(proprietatea de monotonie, utilizata, de exemplu, in verificarea unor inegalitdti sau in stabilirea monotoniei
unui sir de integrale nedefinite).
4. Daca f:[a,b] >R este functic continuid pe intervalul [a,b] atunci pentru oricare ce[a,b] :
b c b
_[ f(x)dx = _[ f (x)dx+.|- f(x)dx (proprietatea de aditivitate in raport cu intervalul de integrare, utilizata, de
a a c
exemplu, pentru calculul integralei definite atunci cand integrantul este reprezentat de o functie ce trebuie
explicitatd —functie definita prin mai multe legi, de exemplu, functia modul).
Metode de calcul a integralelor definite:
1) Metoda integrarii prin parti:
Dacd f,g:[a,b]>R doud functii derivabile cu derivatele f'g':[a,b] >R continue, atunci
b b b
[ g'@dx= 1) g@)| +[ /() gy
a a aq
Metoda presupune urmatoarea schema de abordare:
. . . . . . . . In 1
—> evidentierea, in scrierea integrantului, a unui produs de doua functii (de exemplu, f=1-f, = Inx),
X x

dintre care una sa reprezinte o primitivd a unei functii; in general, alegerea celor doud functii f si g' se
realizeaza astfel incat integrala nedefinitd obtinuta sa fie una mai usor de calculat;
—> determinarea expresiilor functiilor "' si g ;
b
-> finalizarea calculului prin determinarea integralei nedefinite I f'(x)g(x)dx .
a
in anumite exercitii se poate aplica iterativ metoda integrarii prin parti.
i1) Metoda schimbarii de variabila:
Se considera intervalul / — R si functiile u:[a,b]—> 1 si f:] — R cuurmaétoarele proprietati:
1. f continud pe /
2. u derivabila pe [a,b]cu derivata u'continud pe [a,b].

b u(b)
Atunci [ fu(x)u'(x)dx= [ f()dt,unde u(x)=t si u'(x)dx=dt.
a u(a)

Utilizarea metodei schimbarii de variabila poate fi formalizata astfel:
x=a =t=u(a)

- identificarea notatiei (schimbarii de variabild) u(x)=t=
x=b =t=ub)

- asocierea notatiei cu diferentierea formald u'(x) - dx = dt
- rescrierea integrantului folosind substitutiile variabilei, a capetelor de integrare si a lui dx

b
iil) Metoda de calcul a integralelor de forma I L;a’x , gradQ <4, prin descompunere in fractii rationale
X
a

simple:



P(x) sub forma P(x) =C(x)+ R(x)

O(x) o(x) O(x)
P(x)=0(x)-C(x)+ R(x))

b) se descompune functia rationala R(x)
O(x)

(ca urmare a aplicarii teoremei impartirii cu rest

a) se scrie functia

in fractii rationale simple

c) se aplica proprietatea de liniaritate a integralelor definite.

‘ 3.2.3. Aplicatii ale integralei definite - clasa a XII-a (3h/sapt.)

Aria unei suprafete plane:
i) Fie functia f :[a,b] — R continua. Atunci aria S a suprafetei cuprinse intre graficul functiei f, axa

b
Ox si dreptele de ecuatie x =a si x=>b este data de relatia S = j |f(x)|dx .
a
ii) Fie functiile f ,g:[a,b] — R continue. Daca f(x) > g(x) pe intervalul dat, atunci aria S a suprafetei
b

cuprinse intre graficele celor doua functii, pe intervalul [a,b] , este data de relatia S = I( f(x)dx—g(x))dx .
a

Volumul unui corp de rotatie:

Fie functia f': [a,b] — R continua. Atunci volumul 7 al corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a
b

graficului functiei f este dat de relatia V = 7[_[ F2(x)dx .

a



EXEMPLE DE ITEMI TIP EXAMEN DE BACALAUREAT PENTRU RECAPITULAREA

NOTIUNILOR DIN TEMA 3

EXEMPLUL 25

SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
: : 2x% —1
1. Se considera functia f:R > R, f(x)= 5 .
xX“+2
e oy 10x .
Sp | a) Aratati ca f'(x)= > » pentru orice xeR .
(x2 + 2)
5p | b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +oo la graficul functiei f.
. 1 1 .
5p | ¢) Demonstrati ca -3 < f(x)< 3 pentru orice x [0,1].
1 xn
2. Pentru fiecare numar natural nenul » se considerd numarul 7, = J- | dx .
X+
0
5p | 2) Calculati 7.
. 1 . *
S5p | b) Aratatica I, +1, =1 pentru orice ne N .
n+
5p | ¢) Demonstrati ca L <I < 1
P H 2026 12 T 2013
Barem de evaluare si de notare
SUBIECTUL al IlI-lea (30 de puncte)
L.a) 12 —1 ' 4x(x2 + 2) - 2x(2x2 - 1)
f’ X)) = = =
( X242 (xz N 2)2 3p
_ 10x 2p
R
(x2 + 2)
b) 2 _
lim f(x)= lim 22— =2 3p
X—>+00 x40 x° 4+ 2
Ecuatia asimptotei orizontale la graficul functiei f'spre +o este y =2 2p
©) | f'(x)=0 pentru orice x €[0,+00)=> f crescatoare pe intervalul [0,+ o) 2p
1 1 .
OSxS1:>f(0)£f(x)£f(l):>—Eﬁf(x)sg,orlcarearﬁ xe[0,1] 3p
2.a) 1
x+1 2p
0
{ 1
= — dx=(x—In(x+1))| =1-In2 3p
x+1
0 0
b) 1 n n+l
X X 2p
I, +1,., = + dx =
n ol {(xﬂ x+1j
Ly (x+1) 1
-] t 3
o X 1 n+1 p




©)
2012 2012 2012 2p
x x )
< < pentru orice x €[0, 1]
2 X +1 1
2012 L2012
I dx <I 2012 1p
0¥ 0
L << L
4026 22775013 2p
EXEMPLUL 26
SUBIECTUL al ITl-lea (30 de puncte)

Sp

Sp
Sp
Sp
Sp

Sp

1. Se considerd functia f:(0,+%) >R, f(x)= Jx-Inx.
J®-fA _,

x—4
b) Demonstrati ca functia f este crescatoare pe intervalul (4,+ ).

a) Aratati cd lim
x—4

¢) Determinati ecuatia asimptotei verticale la graficul functiei f'.
2. Se considerd functia /R —>R, f(x)=xe".
a) Aratati ca functia F:R—->R, F ( ) xe® —e* +2012 este o primitiva a functiei f .
b) Calculati J. S (Inx)dx
1
¢) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a graficului functiei

g:[l,2]—>R, g(x)z@.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL al IIl-lea (30 de puncte)
l.a - 2
)| fderivabilain x 4= lim L=/ _ 1y P
x—4 x—4
/ 1 2p
x —_—
4 ( ) 2\/7 X
Finalizare Ip
b) feste derivabila pe (0 + oo) si f' ( ) 1 2p
2\/7 X
f'(x):O:>x:4 Ip
f '(x) >0 pentru orice x € (4,+ oo) = functia f crescatoare pe intervalul (4,+ oo) 2p
9 | lim f(x)=lim (vx = In x) = 40
x%Of(x) x%O( * )C) 3p
x>0 x>0
x =0 este ecuatia asimptotei verticale la graficul functiei 2p
2.3) | F este derivabila si F '(x)=xe* +e" —e*, pentru orice xR 3p
F'=f 2p
b) e e )
J.f(lnx)dxz“-xlnxdx: P
1 1




2 € e 2 Ip
=% Inx —jx—-ldx—
X
11
_ é B ﬁ ‘ B e +1 2p
2 4 4
1
c) 2
V=7Z'jg2(x)dx= 1p
1
2 2 2
—ﬁJ.ezxdx—ﬂ— = 2p
2
1 1
e (62 - 1) 2p
=
EXEMPLUL 27
SUBIECTUL al I1lI-lea (30 de puncte)
. . +1
1. Se considerd functia f:(0,40) >R, f(x)= x_x .
e
5p | a) Aratati ca /(%) =—* pentru orice x € (0,+).
f(x)  x+1
5p | b) Aratati ca functia / este descrescatoare pe (0,+)
2x 2
. . .o S e f (x)
5p | ¢) Determinati ecuatia asimptotei oblice la graficul functiei g: (0, +oo) ->R, g(x) =—
X
$ | 2. Se considera functia /:R—R, f(x)= X202 20 2k
Sp | a) Determinati primitiva F:R — R a functiei f, care verifica relatia (0) =1.
1
Sp | b) Calculati J. &dx .
0 Xt 1
5p | © Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei Ox, a graficului functiei
g: [1,2] >R, g(x) =f(x)—x2012 —x201
Barem de evaluare si de notare
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1.a) (x+1)'~ex—(x+1)-(ex)'
() — X
f'(x)= er = Vx e(0,+0) 3p
Finalizare 2p
b) f'(x)——i: f'(x)<0, oricare ar fi x>0 3
= ex 5 p
Finalizare 2p
c) 2
(x) _xT+ 2x+1 1p
X
m— tim £y Ip
x>+ X




n= lim X)—mx)=2
x~>+oo(g( ) ) lp
y=x+2 este ecuatia asimptotei oblice la graficul functiei g. 2p
2.a) 2013 2012 3 .2
J'f(x)dxzx + I+ 4t 2p
2013 2012 3 2
2013 2012 3 .2
F(x):x—+x—+x—+x—+c si F(0)=1=c=1 Zp
2013 2012 3 2
2013 2012 3 .2
F:(O,+oo)—)R,F(x):x P A | 1p
2013 2012 3 2
b) 1 1
Md :j(xzoll +x)dx: 2p
0 x+1
1 11007
= +— || = +—= 3p
2012 2 Jj0 2012 2 2012
<)
g(x)=x2+x 1p
2 2 5 4 3|2
V=rla?(x)dx=r[(x*+2x> +x* v =x R, S | 3
!g (x) !( ) A P p
_ 481z 1
30 P
EXEMPLUL 28
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5P | 1. Determinati x € Z pentru care —1SXT+1S1.

Sp
Sp
Sp

Sp

2. Determinati functia de gradul al doilea al carei grafic contine punctele A(0,0), B(2,2), C (—1,2) .
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, (x + 3) —log, x=2.

4. Calculati probabilitatea ca alegand la intdmplare un element » din multimea {1,2,3,4} acesta sa
verifice inegalitatea 2" > n.

5. In sistemul de coordonate xOy se considera punctele 4(2,0), B(1,—1),0(0,0) . Determinati

coordonatele punctului C pentru care OC =204+ 0B.
6. Calculati lungimea razei cercului circumscris triunghiului 4BC in care AB=6 si

Sp
m(<ACB)=30".
Barem de evaluare si de notare
SUBIECTUL 1 (30 de puncte)
1.
—13%131:—%“133 2p
—4<x<2=xe[-4,2] 2p
xeZ = xe{-4,-3,-2,-1,0,1,2} Ip

10



2. £(0)=0 c=0
fRoR, f(x)=ax® +bx+c=1 f(2)=2 = 4a+2b+c=2 3p
f(-1)=2 a-b+c=2
c=0
2p
a=1 :>f(x):x2—x
b=-1
3. +3>0
Conditii {x = x e(0,+0) 1p
x>0
x+3
lo =2
82— 2p
x=1€(0,+x) 2p
4. _ nr cazuri favorabile 1
nr cazuri posibile P
Cazuri posibile sunt 4 1p
Cazuri favorabile sunt 3 2p
3
== 1
p 4 p
5.1 204+0B=4i+i—j=5i—] 3p
C(S,—l) Zp
6.
Din teorema sinusului 43 =2R=R= 43 3p
sinC 2sinC
6
R=——-=6
2
2. 1 P
2
EXEMPLUL 29
SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p | 1. Caloulati log, (3+1/5)+log, (3-5).

5p | 2. Se considera functia f:R—>R, f(x)=mx*+2x-5. Determinati meR pentru care abscisa

varfului parabolei asociate functiei f'este egala cu 2.

. . T |
Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 37 = 57

5p | 4. Calculati C; - 4; .

5p | 5. In sistemul de coordinate xOy se considerd punctele 0(0,0), 4(2,-2) si B(6,8). Calculati distanta

de la punctul O la mijlocul segmentului (AB) :
3P | 6. Calculati cos130° + cos50°.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)
L. 10g2(3+\/§)+10g2(3—x/§)=10g2(9—5)= 3p
=log,4=2 2p
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2 b
4" 2 2p
2
R 2
2m P
me_t 1p
2
313 =33 5 1—x? =3 3p
¥ =4=xe{2,-2} 2p
4. , o
ETYTR 2p
' 2p
A; = "
(4-2)! 1p
Cl—-4;=3
3. | Daci C este mijlocul lui (4B) = C(4,3) 2p
oC =\/(4—0)2 +(3-0)° 2p
oCc=5 1p
6. | cos(zr—x)=-cosx,VxeR 2p
c0s130° +c0s50° =0 3p
EXEMPLUL 30
SUBIECTUL 1 (30 de puncte)

5p | 1. Calculati log, é +327.

3P | 2. Determinati coordonatele varfului parabolei asociate functiei f:R —R, f (x) =x?—2x+3.

2
Sp | 3, Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2—3% ' =1.

Sp | 4. Determinati cate numere de trei cifre distincte se pot forma cu elementele multimii {1,2,3,4} .

SP | 5. Se considera vectorii \71 =2i-jsi g =i+3j. Determinati coordonatele vectorului w = 2\71 - E .

5P | 6. Un triunghi dreptunghic are catetele 4B =3, AC =4 . Determinati lungimea iniltimii duse din 4.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1.
log, % =log,27 =-3 2p
Y27 =33 =3 2
I~
log, g + \/E =0 1p
2.
a
= ——= 2
4 4a
v (1,2) Ip

12



2

3= 1p
x*=1=0 2p
xe{-L1} 2p
4. Ai - 2p
=24 3p
S| w=2(2i-j)-(i+3))= 2p
=3i-5j = w(3,-5) 3p
6.| BC=5 2
,_AB-AC 12
__BC 5 3p
EXEMPLUL 31
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5P | 1. Se considera o progresie aritmeticd (a, ) ., in care a3 =5si a5 =11. Calculati suma primilor sapte

Sp

Sp
Sp
Sp

Sp

termeni ai progresiei.

2. Se considera functiile f,g:R—>R,f(x)=2x-1,g(x)=x+3. Determinati coordonatele

punctului de intersectie a graficelor functiilor f'si g.

. . 3
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x> -1=2.

4. Calculati a-b stiind cd a+b =150 si numérul a reprezintd 25% din numarul b.

5. Determinati m € R pentru care punctele 4(2,3),B(4,5)si C (m + l,mz) sunt coliniare.

. . . 1 .
6. Calculati cosx, stiind cd sinx = 3 Si xX€ (0,%} .

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)
1. a +2r=>5 3p
=a=-1r=3
a, +4r=11 2p
a,=a,+6r=17, S, =56
2. f(x):g(x):>2x—1:x+3 2p
x=4siy=7 2p
A(4,7) 1p
3. | Prinridicare la puterea a 3-a se obtine 1p
x*—1=8 2p
x=23 2p
4. b
a+b:150:>z+b:150:>b:120 3p
a=30 1p
a-b=3600 1p
> AB:x—_zzy—_3:x—y+1:0 2p
2 2
2 2p
CedAdB=m —-m-2=0
m=-1sau m=2 1p
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6.
sin2x+cos2x=1:cosx=i¥ 3p
xe| 0 z = COSX = &
"2 3 2p
EXEMPLUL 32
SUBIECTUL 1 (30 de puncte)

Sp

Sp
Sp
Sp

Sp

Sp

1. Intr-o progresie aritmetica (a, ) _, se cunosc a, =6 si a; =5. Calculati a4.

nx1
2. Determinati solutiile intregi ale inecuatiei 2x* —x—3<0.
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logs (x+2)—log; (x—4)=1.

4. Dupa o scumpire cu 5%, pretul unui produs creste cu 12 lei. Calculati pretul produsului inainte de
scumpire.

5. In reperul cartezian xOy se considera punctele A(1,4) si B(5,0). Determinati ecuatia mediatoarei
segmentului [AB].

6. Calculati raza cercului circumscris triunghiului ABC stiind cd BC =9 si m(<):BAC ) =120°.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. =6 =7
{az - {al 2p
a3 =5 r=-1
2p
a6 = al + 5}"
ag = 2 lp
2.
2x2—x—3go:xe[—1,ﬂ 3p
xeZ=x=-1,x=0,x=1 2p
3. e : 2>0
Conditii de existenti {x Y e (4,+) 1p
x—-4>0
10g3(x+2j:1:>x+2:3 2p
x— x—4
x=7e(4,40) 2p
4. | Se noteaza cu x pretul initial
5% x =12 lei 3p
x=240 lei 2p
5. | Se noteaza cu M mijlocul lui [4B] si cu d mediatoarea segmentului [4B]; atunci 1p
M (3,2) 2p
myp = md 2p
d:y-2=1-(x-3)=d:y=x-1
6. Din teorema sinusului = R = B,C 2p
2sin A
sin A =sin120° =sin 60° = ? 2p
R=3\3 1p

14



EXEMPLUL 33

SUBIECTUL I (30 de puncte)
Sp | 1. Calculati logs3+logg12.

5p | 2. Determinati coordonatele varfului parabolei asociate functiei f:R >R, f (x) =2x% —x+3.

5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 7% + 71 =392,

5p | 4. Determinati ne N, n>2, pentru care C2 =44 .

5p | 5. In reperul cartezian xOy se considerd punctele 4(0,-2) si B(4,m), unde meR . Determinati
valorile lui m pentru care AB=35.

5p | 6. Calculati cos40° +cos140°.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL 1 30 de puncte
1. | logs3+logs12=logg36 3p
logg 36 =logg 67 =2 2p
2. b 1
_ —— I — 2
TR P
A=-23 Ip
__ A2
T4 T8 2p
300 7747 2392 5 7 4777 =392 1p
7°.8=392< 7% =49 2p
x=2 2p
4. n! _4 n!
2(n=2)! (n-1)! 2p
n-1
;4 Zp
n=9 1p
> J(4-0) +(m+2) =5 1p
m? +4m—-5=0 2p
m=-5m=1 2p
6. cos140°=cos(180°—40°)=—cos40° 3p
c0s40° +cos140° =0 2p

EXEMPLUL 34

SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Determinati x € R pentru care numerele x—1,x+1 §i 3x—1 sunt termeni consecutivi ai unei
progresii aritmetice.

5p | 2. Se considerd functia f:R >R, f(x)=5-x. Calculati /(0)-f(1)-£(2)-...- £(10).

5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia Vx—1=x-3.

3P | 4. Determinati numérul submultimilor ordonate cu 2 elemente ale unei multimi cu 7 elemente.




Sp | 5. Calculati distanta de la punctul A(2,3) la punctul de intersectie a dreptelor d; :2x—y—6=0 si

dy:—x+2y-6=0.

5p ‘ 6. Calculati cosinusul unghiului M al triunghiului MNP stiind cd MN =4, MP =5 si NP=6.

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I 30 de puncte
L} 2(x+1)=x—-1+3x-1 2p
2x=4=>x=2 3p
2. 7(5)=0 3p
£(0)-£(1)-£(2)-.... £(10)=0 2p
3. . [Xx=120
Conditii {x_3203x€[3,+00) 1p
x-1=(x=3)=x>-7x+10=0 2p
x=2 sau x=5 1p
2¢[3,40)=>x=5 1p
4. | Numarul de submultimi ordonate este 47 2p
2" 3
T p
5. 2x—y—-6=0 - 6
X = =
xt2y-6=0 " 7 2p
d=y(6-2)" +(6-3) 2p
d=5 1p
6. 2 2 ap2
COSM:MN +MP” - NP 3p
2-MN - MP
cosM:l 2p
8
EXEMPLUL 35
SUBIECTUL I (30 de puncte)

Sp

Sp

Sp
Sp
Sp

Sp

1. Calculati log, (3 +2 ) +log; (3 -2 ) .

2. Se considera functia f:R—> R, f (x) =x’+ax+b. Determinati numerele reale a si b pentru care

graficul functiei /* contine punctele 4(2,3) si B(-1,0).

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 3*+3""1 =36 .

4. Calculati probabilitatea ca, alegand la intdmplare un numar de 2 cifre, acesta sa fie divizibil cu 4.
5. In reperul cartezian xOy se considerd punctele M (2,-1) si N(-1,3). Determinati coordonatele

vectorului OM +ON .

6. Determinati lungimea laturii unui triunghi echilateral, care are aria egald cu 43
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Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL 1 30 de puncte
1. 10g7(3+\/§)+10g7(3—\/5):log7|:(3+\/5)~<3—\/5):|: 3p
=log,7=1 2p
2.1 4(2,3)eG, = f(2)=3=>4+2a+b=3 2p
B(-1,0)eG, = f(-1)=0=>1-a+b=0 2p
a=0,b=-1 1p
3. | 3%43.3% =36 Ip
3* =9 2p
x=2 2p
4. _ nr. cazuri favorabile 1p
nr. cazuri posibile
Numerele divizibile cu 4: 12, 16,...,96 = 22 cazuri favorabile 2p
Numerele de 2 cifre: ab,a e {1,2,...,9},b€{0,1,2,...,9} = 90 cazuri posibile 1p
p= 2_1 1p
90 45
5. OM +ON=2i—j—i+3j=i+2] 3p
Coordonatele sunt (1,2) 2p
6. [Zf 453 3p
1=4 2p
EXEMPLUL 36
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Intr-o progresie aritmetica (an )nzl se cunosc @; =5 si r =2. Calculati suma primilor 5 termeni ai
progresiei.

Sp
Sp

Sp
Sp

Sp

2. Determinati numarul real m pentru care ecuatia x* - (m + 1)x +m =0 are solutii reale egale.

3. Determinati coordonatele punctelor de intersectie a graficului functiei f:R >R, f (x) =2""_1lcu
axele Ox si respectiv Oy.

4. Calculati 2C; —34;.

5. Se considera vectorii \71 =2i+aj si \72 =(a+ 3);+ 2/ ,unde a € R. Determinati numirul a >0
pentru care vectorii v, i v, sunt coliniari.

6. Aria triunghiului MNP este egala cu 16, iar MN = NP =8. Calculati sin N .

Barem de evaluare si de notare

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. S, = (2a1 +24r)-5 3p
S5 =45 2p
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A=0 lp
m* +2m+1-4m=0 2p
m=1 2p
GfKNOx:f(x)=0:>x=—l 2p
A(-1,0) 1p
Gy nOy: f(0)=1 Ip
B(0,1) Ip
Ci=6 2p
Ay=4 2p
2C; —345 =0 1p
2 _a 2p
a+3 2
@’ +3a-4=0=a=1sau a=—4 2p
a>0=a=1 1p
AriaAMNp:w 2p
sinN=ﬁ 2p
8-8
sin N =1 Ip
2
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